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Пре дис ло вие

Мо ти ва ци ей к на пи са нию учеб ни ка «Ли ней ная ал ге б ра»
по слу жи ло то об сто я тель ст во, что выс шая шко ла ста ла го то -
вить ба ка ла в ров эко но ми ки по но вой учеб ной про грам ме,
мно гие раз де лы ко то рой не от ра же ны в су ще ст ву ю щих учеб -
ни ках. К то му же в про грам ме сде лан ак цент на бо́ль шую са -
мо сто я тель ность сту ден та при изу че нии дис цип ли ны, что
тре бу ет до ход чи во го из ло же ния ос нов ли ней ной ал ге б ры,
с це лью под го то вить сту ден та к изу че нию ее при ло же ний
в эко но ми ке.

При под бо ре ма те ри а ла ав то ры ис пы ты ва ли труд но с ти:
учеб ник, со дер жа щий все ме то ды ли ней ной ал ге б ры, при ме -
ня е мые при ана ли зе эко но ми че с ких про блем, был бы не по -
мер но ве лик. В свя зи с этим в учеб ник вклю ча лись толь ко те
ме то ды, ко то рые по сто ян но ис поль зу ют ся в про цес се даль -
ней ше го обу че ния и при ре ше нии раз лич ных по со дер жа нию
эко но ми че с ких за дач. По это му на сто я щий учеб ник не ис чер -
пы ва ет всех во про сов ли ней ной ал ге б ры и ма те ма ти че с ко го
про грам ми ро ва ния. Его ос нов ная цель — дать сту ден там пред -
став ле ние о те о рии си с тем ли ней ных урав не ний и не ра венств
и на этой ба зе вве с ти их в круг ма те ма ти че с ких ме то дов, ис -
поль зу е мых для ре ше ния про блем оп ти ми за ции эко но ми че -
с ких про цес сов.

«Ли ней ная ал ге б ра» от но сит ся к ба зо вой ча с ти дис цип -
лин ма те ма ти че с ко го цик ла. По это му ре зуль та ты изу че ния
дис цип ли ны фор ми ру ют ком пе тен ции, ко то рые оп ре де ле ны
тре бо ва ни я ми фе де раль но го го су дар ст вен но го об ра зо ва тель -
но го стан дар та выс ше го про фес си о наль но го об ра зо ва ния по
на прав ле нию под го тов ки 080100 Эко но ми ка (ква ли фи ка ция
«Ба ка лавр») к ос во е нию ма те ма ти че с ко го цик ла ос нов ных
об ра зо ва тель ных про грамм ба ка ла в ри а та. К ним от но сят ся
сле ду ю щие об ще куль тур ные (ОК) и про фес си о наль ные
(ПК) ком пе тен ции:

• вла де ние куль ту рой мы ш ле ния, спо со бность к обоб ще -
нию, ана ли зу, вос при я тию ин фор ма ции, по ста нов ке це ли
и вы бо ру пу тей ее до сти же ния (ОК-1);

• вла де ние ос нов ны ми ме то да ми, спо со ба ми и сред ст ва ми
по лу че ния, хра не ния, пе ре ра бот ки ин фор ма ции, обладание
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на вы ками ра бо ты с ком пью те ром как сред ст вом уп рав ле ния
ин фор ма ци ей, спо со бность ра бо тать с ин фор ма ци ей в гло -
баль ных ком пью тер ных се тях (ОК-12);

• спо соб ность со брать и про ана ли зи ро вать ис ход ные дан -
ные, не об хо ди мые для рас че та эко но ми че с ких и со ци аль но-
эко но ми че с ких по ка за те лей, ха рак те ри зу ю щих де я тель ность
хо зяй ст ву ю щих субъ ек тов (ПК-1);

• спо соб ность на ос но ве ти по вых ме то дик и дей ст ву ю щей
нор ма тив но-пра во вой ба зы рас счи тать эко но ми че с кие и со -
ци аль но-эко но ми че с кие по ка за те ли, ха рак те ри зу ю щие де я -
тель ность хо зяй ст ву ю щих субъ ек тов (ПК-2);

• спо соб ность вы пол нять не об хо ди мые для со став ле ния
эко но ми че с ких раз де лов пла нов рас че ты, обос но вы вать их
и пред став лять ре зуль та ты ра бо ты в со от вет ст вии с при ня -
ты ми в ор га ни за ции стан дар та ми (ПК-3);

• спо соб ность осу ще ств лять сбор, ана лиз и об ра бот ку
дан ных, не об хо ди мых для ре ше ния по став лен ных эко но ми -
че с ких за дач (ПК-4);

• спо соб ность вы брать ин ст ру мен таль ные сред ст ва для
об ра бот ки эко но ми че с ких дан ных в со от вет ст вии с по став -
лен ной за да чей, про ана ли зи ро вать ре зуль та ты рас че тов
и обос но вать по лу чен ные вы во ды (ПК-5);

• спо соб ность на ос но ве опи са ния эко но ми че с ких про цес -
сов и яв ле ний стро ить стан дарт ные те о ре ти че с кие и эко но -
ме т ри че с кие мо де ли, ана ли зи ро вать и со дер жа тель но ин тер -
пре ти ро вать по лу чен ные ре зуль та ты (ПК-6);

• спо соб ность ис поль зо вать для ре ше ния ана ли ти че с ких
и ис сле до ва тель ских за дач со вре мен ные тех ни че с кие сред ст -
ва и ин фор ма ци он ные тех но ло гии (ПК-10);

• спо соб ность ис поль зо вать для ре ше ния ком му ни ка тив -
ных за дач со вре мен ные тех ни че с кие сред ст ва и ин фор ма ци -
он ные тех но ло гии (ПК-12);

• спо соб ность пре по да вать эко но ми че с кие дис цип ли ны
в об ра зо ва тель ных уч реж де ни ях раз лич но го уров ня, ис поль -
зуя су ще ст ву ю щие про грам мы и учеб но-ме то ди че с кие ма те -
ри а лы (ПК-14);

• спо соб ность при нять уча с тие в со вер шен ст во ва нии
и раз ра бот ке учеб но-ме то ди че с ко го обес пе че ния эко но ми че -
с ких дис цип лин (ПК-15).

В ре зуль та те сфор ми ро ван ных ком пе тен ций сту дент дол жен:
знать
• по ня тия, ис поль зу е мые для ма те ма ти че с ко го опи са ния

эко но ми че с ких про цес сов (ОК-12, ПК-1—ПК-5);
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об ра бот ки эко но ми че с ких дан ных в со от вет ст вии с по став -
лен ной за да чей, про ана ли зи ро вать ре зуль та ты рас че тов
и обос но вать по лу чен ные вы во ды (ПК-5);

• спо соб ность на ос но ве опи са ния эко но ми че с ких про цес -
сов и яв ле ний стро ить стан дарт ные те о ре ти че с кие и эко но -
ме т ри че с кие мо де ли, ана ли зи ро вать и со дер жа тель но ин тер -
пре ти ро вать по лу чен ные ре зуль та ты (ПК-6);

• спо соб ность ис поль зо вать для ре ше ния ана ли ти че с ких
и ис сле до ва тель ских за дач со вре мен ные тех ни че с кие сред ст -
ва и ин фор ма ци он ные тех но ло гии (ПК-10);

• спо соб ность ис поль зо вать для ре ше ния ком му ни ка тив -
ных за дач со вре мен ные тех ни че с кие сред ст ва и ин фор ма ци -
он ные тех но ло гии (ПК-12);

• спо соб ность пре по да вать эко но ми че с кие дис цип ли ны
в об ра зо ва тель ных уч реж де ни ях раз лич но го уров ня, ис поль -
зуя су ще ст ву ю щие про грам мы и учеб но-ме то ди че с кие ма те -
ри а лы (ПК-14);

• спо соб ность при нять уча с тие в со вер шен ст во ва нии
и раз ра бот ке учеб но-ме то ди че с ко го обес пе че ния эко но ми че -
с ких дис цип лин (ПК-15).

В ре зуль та те сфор ми ро ван ных ком пе тен ций сту дент дол жен:
знать
• по ня тия, ис поль зу е мые для ма те ма ти че с ко го опи са ния

эко но ми че с ких про цес сов (ОК-12, ПК-1—ПК-5);

• со дер жа ние ут верж де ний и след ст вий из них, ис поль зу -
е мых для обос но ва ния вы би ра е мых ма те ма ти че с ких ме то дов
ре ше ния эко но ми че с ких за дач (ОК-12, ПК-1 ПК-5);

уметь
• до ка зы вать и обос но вы вать сфор му ли ро ван ные ут верж -

де ния и след ст вия из них (ОК-1, ОК-12, ПК-1, ПК-5, ПК-6);
• вы би рать спо со бы ре ше ния по став лен ных ма те ма ти че -

с ких за дач (ПК-1 ПК-6);
• ана ли зи ро вать и ин тер пре ти ро вать (ПК-1, ПК-4, ПК-6);
вла деть
• вы чис ли тель ны ми опе ра ци я ми над объ ек та ми эко но ми -

че с кой при ро ды (ПК-1, ПК-3, ПК-10, ПК-12);
• на вы ка ми све де ния эко но ми че с ких за дач к ма те ма ти че -

с ким за да чам (ПК-1, ПК-4—ПК-6);
• на вы ка ми ана ли за и об ра бот ки не об хо ди мых дан ных

для ма те ма ти че с кой по ста нов ки и ре ше ния эко но ми че с ких
за дач (ОК-12, ПК-1, ПК-4, ПК-6);

• ме то да ми и тех ни че с ки ми сред ст ва ми ре ше ния ма те ма -
ти че с ких за дач (ПК-1, ПК-5, ПК-10, ПК-12);

• на вы ка ми ана ли за и ин тер пре та ции ре зуль та тов ре ше -
ния за дач (ПК-6).

Ог лав ле ние учеб ни ка да ет до ста точ но пол ное пред став ле -
ние о нем и вряд ли сто ит по дроб но пе ре ска зы вать его со дер -
жа ние.

Пер вая часть учеб ни ка зна ко мит сту ден та с клас си че с ки -
ми ме то да ми ис сле до ва ния и ре ше ния си с тем ли ней ных
урав не ний. Из ло же нию этих ме то дов пред ше ст ву ет вве де ние
не об хо ди мо го ма те ма ти че с ко го ап па ра та, ко то рый со дер жит
все раз де лы ли ней ной ал ге б ры, пре ду с мо т рен ные про грам -
мой под го тов ки ба ка ла в ра эко но ми ки. В учеб ни ке при ре ше -
нии раз лич ных за дач пре иму ще ст вен но ис поль зу ет ся ме тод
Жор да на — Га ус са.

Вто рая часть учеб ни ка пол но стью по свя ще на обос но ва -
нию ме то дов ре ше ния при клад ных эко но ми че с ких за дач
и све де ние их по ста но вок к мо де лям, ана лиз ко то рых воз -
мож но про ве с ти с по мо щью хо ро шо от ра бо тан ных ал го рит -
мов, к ко то рым в пер вую оче редь от но сит ся симп лекс-ал го -
ритм.

В учеб ни ке при во дит ся обос но ва ние поч ти всех сфор му -
ли ро ван ных ут верж де ний, так как ав то ры счи та ют, что про -
цесс до ка за тель ст ва фор ми ру ет и раз ви ва ет ло ги ку мы ш ле -
ния и яв ля ет ся од ной из ос нов ных цен но с тей изу че ния
ма те ма ти че с ких дис цип лин.
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На сто я щее из да ние учеб ни ка пред наз на ча ет ся для сту -
ден тов эко но ми че с ких фа куль те тов лю бой фор мы обу че ния.
По это му в учеб ни ке ра зо бра но мно го при ме ров и за дач, ил -
лю с т  ри ру ю щих те о ре ти че с кий ма те ри ал и да ю щих об раз цы
ре ше ния за дач.

В тек с те учеб ни ка поч ти пол но стью от сут ст ву ют ссыл ки
на ли те ра ту ру, свя зан ную с дан ной дис цип ли ной. Ис точ ни -
ки, из ко то рых чер па лись мно гие за да чи и при ме ры, ос та лись
без ссы лок. По это му про сим ав то ров их от не с тись к это му
сни с хо ди тель но.

Счи та ем сво им дол гом, с бла го дар но с тью от ме тить вли я -
ние, ко то рое ока за ли на со дер жа ние учеб ни ка на ши кол ле ги:
про фес со ры В. Е. Бар ба у мов, Б. М. Ру дык, Р. В. Са ги тов.
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Раздел I

ЭЛЕМЕНТЫ 
ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ



В результате изу че ния ма те ри а ла дан но го раз де ла студент
должен:

знать ти пы си с тем ли ней ных урав не ний, спо со бы и ви ды
их ре ше ний, опе ра ции над ма т ри ца ми, ме тод на хож де ния
соб ст вен ных зна че ний и соб ст вен ных век то ров ма т риц, опе -
ра то ры пре об ра зо ва ния ква д ра тич ных форм; 

уметь ста вить про стей шие эко но ми че с кие за да чи и про -
во дить их ана лиз с ис поль зо ва ни ем ис чис ле ний ма т риц и ре -
ше ний си с тем ли ней ных урав не ний;

вла деть ме то дом Жор да на — Га ус са для на хож де ния
фун да мен таль ных ре ше ний си с те мы ли ней ных урав не ний,
оп ре де ли те ля ма т ри цы, об рат ной ма т ри цы, вы яв лять ли ней -
но зави си мые и ли ней но не за ви си мые си с те мы век то ров
и на хо дить их ба зи сы.
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Гла ва 1
СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

В результате изу че ния материала дан но й главы студент должен:
знать эле мен тар ные пре об ра зо ва ния си с тем ли ней ных урав не ний
и ви ды об ще го, ча ст но го и ба зис но го ре ше ний их; уметь обос но -
вать ме тод Жор да на — Га ус са и вла деть этим ме то дом для ре ше ния
си с тем ли ней ных урав не ний, а так же ана ли зом мо де лей ме жо т рас -
ле во го ба лан са.

Пусть да на си с те ма из m ли ней ных урав не ний с n не из ве -
ст ны ми

(1)

где xj — не из ве ст ное, j = 1, 2, …, n; aij — ко эф фи ци ент при j-м
не из ве ст ном в i- урав не нии i = 1, 2, …, m; bi — сво бод ный член
i-го урав не ния.

Таб ли цу ко эф фи ци ен тов при не из ве ст ных бу дем на зы -
вать ма т ри цей ус ло вий си с те мы ли ней ных урав не ний (СЛУ).
Обо зна чим ма т ри цу ус ло вий, век тор не из ве ст ных и век тор
сво бод ных чле нов СЛУ со от вет ст вен но

A = ;   X = ;   B = .

Тог да ма т рич ная фор ма за пи си СЛУ(1) бу дет иметь вид 
АХ = В.

Ес ли стро ки ма т ри цы ус ло вий обо зна чить че рез
A1 = (a11 a12 ... a1j ... a1n), A2 = (a21 a22 ... a2j ... a2n), ..., 

Am = (am1 am2 ... amj ... amn),

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

b1
b2
...
bi
...
bm

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

x1
x2
...
xi
...
xm

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

a11
a21
...
ai1
...

am1

a12
a22
...
ai2
...

am2

...

...

...

...

...

...

a1j
a2j
...
aij
...

amj

...

...

...

...

...

...

a1n
a2n
...
ain
...

amn

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a11x1 + a12x2 + ... + a1jxj + ... + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + ... + a2jxj + ... + a2nxn = b2,
..............................................................................
ai1x1 + ai2x2 + ... + aijxj + ... + ainxn = bi,
..............................................................................
am1x1 + am2x2 + ... + amjxj + ... + amnxn = bm,

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩
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то систему мож но за пи сать в век тор ной фор ме

Ес ли обо зна чить столб цы ма т ри цы ус ло вий че рез

A1 = ,   A2 = ,   ...,   Aj = ,   ...,   An = ,

то (1.1) мож но за пи сать в ви де

A1x1 + A2x2 + ... + Aj xj + ... + An xn = B.

Оп ре де ле ние. Ре ше ни ем СЛУ (1) на зы ва ет ся та кой на -
бор из n чи сел {k1, k2, ..., kn}, или та кой n-мер ный век тор
K = (k1, k2, ..., kn), что каж дое урав не ние системы об ра ща ет ся
в вер ное чис ло вое ра вен ст во по сле за ме ны в нем не из ве ст -
ных xj со от вет ст ву ю щи ми чис ла ми kj, где j = 1, 2, …, n.

Оп ре де ле ние. Ес ли система (1) не име ет ни од но го ре ше -
ния, то она на зы ва ет ся не со вме ст ной.

Оп ре де ле ние. Ес ли система (1) об ла да ет хо тя бы од ним
ре ше ни ем, то она на зы ва ет ся сов ме ст ной.

Оп ре де ле ние. Сов ме ст ная СЛУ на зы ва ет ся оп ре де лен -
ной, ес ли она об ла да ет од ним един ст вен ным ре ше ни ем, и не -
о пре де лен ной, ес ли ре ше ний бо лее, чем од но.

Оп ре де ле ние. Две СЛУ на зы ва ют ся рав но силь ны ми, ес ли
они име ют од ни и те же ре ше ния.

Оп ре де ле ние. Ес ли в i-м урав не нии ко эф фи ци ен ты при
всех не из ве ст ных и сво бод ный член рав ны ну лю, т.е. ai1 = ai2 =
= ... = ain = bi = 0, то лю бой n-мер ный век тор яв ля ет ся ре ше -
ни ем это го урав не ния, по это му та кое урав не ние на зы ва ет ся
три ви аль ным.

Оп ре де ле ние. Ес ли в i-м урав не нии ко эф фи ци ен ты при
всех не из ве ст ных рав ны ну лю, т.е. ai1 = ai2 = ... = ain = 0, а сво -
бод ный член не ра вен ну лю, т.е. bi � 0, то невоз мож но най ти
n-мер ный век тор, ко то рый яв ля ет ся ре ше ни ем это го урав не -
ния, по это му та кое урав не ние на зы ва ет ся про ти во ре чи вым.

Те о ре ма. Си с те ма ли ней ных урав не ний, со дер жа щая три -
ви аль ное урав не ние, рав но силь на той же си с те ме без три ви -
аль но го урав не ния.

� Рас смо т рим си с те му ли ней ных урав не ний (2) с три ви аль -
ным урав не ни ем

⎞
⎟
⎟
⎠

a1n
a2n
...

amn

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

a1j
a2j
...

amj

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

a12
a22
...

am2

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

a11
a21
...

am1

⎛
⎜
⎜
⎝

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

A1X = b1,
A2X = b2,
..................
AmX = bm.
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⎞
⎟
⎟
⎠

a1n
a2n
...

amn

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

a1j
a2j
...

amj

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

a12
a22
...

am2

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

a11
a21
...

am1

⎛
⎜
⎜
⎝

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

A1X = b1,
A2X = b2,
..................
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(2)

и ту же си с те му, но без три ви аль но го урав не ния

(3)

Пусть век тор K = (k1, k2, ..., kn) яв ля ет ся ре ше ни ем си с те мы
(2). Тог да век тор K яв ля ет ся ре ше ни ем каж до го урав не ния си с те -
мы (2), а так же и ре ше ни ем каж до го урав не ния си с те мы (3). Сле -
до ва тель но, век тор LK яв ля ет ся и ре ше ни ем си с те мы (3).
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При мер. В си с те ме

(*)

x1, x2, x3, x7 — раз ре шен ные не из ве ст ные.

Оп ре де ле ние. Си с те ма ли ней ных урав не ний на зы ва ет ся
раз ре шен ной, ес ли каж дое урав не ние си с те мы со дер жит хо тя
бы од но раз ре шен ное не из ве ст ное.

x1 + 2x4 – 2x5 – x6 = 3,
x2 + 3x4 – x5 + x7 = 5,
x3 + x4 – 15x5 – 4x6 = –2

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

a11x1 + a12x2 + ... + a1jxj + ... + a1nxn = b1,
..............................................................................
ai1x1 + ai2x2 + ... + aijxj + ... + ainxn = bi,
..............................................................................
am1x1 + am2x2 + ... + amjxj + ... + amnxn = bm.
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a11x1 + a12x2 + ... + a1jxj + ... + a1nxn = b1,
..............................................................................
ai1x1 + ai2x2 + ... + aijxj + ... + ainxn = bi,
..............................................................................
am1x1 + am2x2 + ... + amjxj + ... + amnxn = bm,
0x1 + 0x2 + ... + 0xj + ... + 0xn = 0
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Оп ре де ле ние. Ес ли из каж до го урав не ния дан ной раз ре -
шен ной си с те мы ли ней ных урав не ний вы брать по од но му
раз ре шен но му не из ве ст но му, то по лу чен ную со во куп ность
не из ве ст ных на зы ва ют на бо ром раз ре шен ных (или ба зис ных)
не из ве ст ных дан ной си с те мы.

При мер. Си с те ма (*) яв ля ет ся раз ре шен ной, причем в этой
си с те ме мож но вы брать два на бора раз ре шен ных не из ве ст ных:
(x1, x2, x3) и (x1, x7, x3).

Рас смо т рим раз ре шен ную си с те му с n не из ве ст ны ми:
(x1, x2, ..., xn), для ко то рой су ще ст ву ет на бор из r раз ре шен -
ных не из ве ст ных: (x1, x2, ..., xr). Та кую си с те му при ня то на зы -
вать об щим ре ше ни ем. При этом воз мож ны два ва ри ан та:

1) ес ли r = n, то си с те ма име ет един ст вен ное ре ше ние

(4)

2) ес ли r < n , то си с те му мож но за пи сать в ви де

(5)

Оп ре де ле ние. Не из ве ст ные на зы ва ют ся сво бод ны ми для
дан но го на бо ра раз ре шен ных не из ве ст ных в раз ре шен ной
си с те ме ли ней ных урав не ний, ес ли они не во шли в дан ный
на бор.

При мер. В си с те ме (5) сво бод ны ми не из ве ст ны ми яв ля ют ся
xr +1, xr +2, ..., xn, а в си с те ме (*) не из ве ст ные (x4, x5, x6, x7) яв ля ют -
ся сво бод ны ми для на бо ра (x1, x2, x3).

Си с те му (5) мож но за пи сать в ви де

(6)

где cij = –aij и (5) � (6).
Те о ре ма (свой ст во сво бод ных не из ве ст ных). Ес ли в раз -

ре шен ной си с те ме ли ней ных урав не ний (6) при дать сво -
бодным не из ве ст ным xr +1, xr +2, ..., xn про из воль ные зна че ния
kr +1, kr +2, ..., kn, т.е. xr +1 = kr +1, xr +2 = kr +2, ..., xn = kn, то най дет -

x1 = b1 + c1(r +1)xr +1 + ... + c1n xn,
x2 = b2 + c2(r +1)xr +1 +  ... + c2n xn,
............................................................
xr = br + cr(r +1)xr +1 +  ... + crn xn,

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

x1 + a1(r +1)xr +1 + ... + a1n xn = b1,
x2 + a2(r +1)xr +1 +  ... + a2n xn = b2,
.............................................................
xr + ar(r +1)xr +1 +  ... + arn xn = br.

⎧
⎪
⎨
⎪
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x1 = b1,
x2 = b2,
..............
xr = br;
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ся един ст вен ное ре ше ние этой си с те мы в ви де n-мер но го век -
то ра K, у ко то ро го зна че ния ко ор ди нат, со от вет ст ву ю щих
сво бод ным не из ве ст ным, рав ны kr +1, kr +2, ..., kn.

� Под ста вим xr +1 = kr +1, xr +2 = kr +2, ..., xn = kn в си с те му (6).
Тог да раз ре шен ные не из ве ст ные x1, x2, ..., xr при мут зна че ния
k1, k2, ..., kr та кие, что

(7)

Так как век тор K = (k1, k2, ..., kr , kr +1, kr +2, ..., kn) об ра ща ет каж -
дое урав не ние си с те мы (5) в точ ное чис ло вое ра вен ст во, то он
яв ля ет ся ре ше ни ем этой си с те мы. Та ким об ра зом, до ка за но су -
ще ст во ва ние ре ше ния си с те мы (5).

До ка жем един ст вен ность та ко го ре ше ния. Пусть век тор L =
= (l1, l2, ..., lr , kr +1, kr +2, ..., kn) с те ми же зна че ни я ми сво бод ных не -
из ве ст ных яв ля ет ся так же ре ше ни ем си с те мы (5). Тог да под ста -
вив его в си с те му (5), по лу чим

(8)

Со по с тав ляя (7) и (8), ви дим, что l1 = k1, l2 = k2, ..., lr = kr .
Таким об ра зом, до ка за но, что су ще ст ву ет един ст вен ное ре ше ние
си с те мы (5) с за дан ны ми зна че ни я ми сво бод ных не из ве ст  -
ных. �

За ме ча ния
1. Так как зна че ния сво бод ных не из ве ст ных мож но за дать

бес ко неч но боль шим чис лом спо со бов, то си с те ма (5) яв ля -
ет ся не о пре де лен ной.

2. Раз ре шен ная си с те ма ли ней ных урав не ний все гда сов -
ме ст на. При этом она оп ре де ле на, ес ли m = n , т.е. чис ло урав -
не ний рав но чис лу не из ве ст ных, и не оп ре де ле на, ес ли чис ло
урав не ний мень ше чис ла не из ве ст ных, т.е. m < n.

Пре об ра зо ва ние си с тем ли ней ных урав не ний

Мы уже пред став ля ем, как вы гля дит об щее ре ше ние си с те-
мы ли ней ных урав не ний. По это му, что бы най ти об щее ре ше ние
дан ной сов ме ст ной си с те мы ли ней ных урав не ний, не об хо ди -
мо пе рей ти от дан ной си с те мы к рав но силь ной ей раз ре шен -
ной си с те ме.

l1 = b1 + c1(r +1)kr +1 + ... + c1n kn,
l2 = b2 + c2(r +1)kr +1 +  ... + c2n kn,
............................................................
lr = br + cr(r +1)kr +1 +  ... + crn kn.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

k1 = b1 + c1(r +1)kr +1 + ... + c1n kn,
k2 = b2 + c2(r +1)kr +1 +  ... + c2n kn,
............................................................
kr = br + cr(r +1)kr +1 +  ... + crn kn.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩
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Рас смо т рим си с те му ли ней ных урав не ний:

(9)

где Ai = (ai1, ai2, ..., ain), Aj = (aj1, aj2, ..., ajn), i = 1, 2, …, m, XT =
= (x1, x2, ..., xn).

По ка жем, что су ще ст ву ет пре об ра зо ва ние, ко то рое поз во -
ля ет пе рей ти от ис ход ной си с те мы ли ней ных урав не ний
к рав но силь ной раз ре шен ной си с те ме.

Ут верж де ние. Эле мен тар ные пре об ра зо ва ния:
• ум но же ние обе их ча с тей лю бо го урав не ния ис ход ной

си с те мы на чис ло, не рав ное ну лю;
• за ме на i-го урав не ния AiX = bi в си с те ме (9) урав не ни ем

ви да AiX + AjX = bi + bj поз во ля ет пе ре хо дить от ис ход ной си -
с те мы ли ней ных урав не ний к рав но силь ной.

� Оче вид но, что ум но же ние обе их ча с тей лю бо го урав не ния
ис ход ной си с те мы на чис ло, не рав ное ну лю, пе ре во дит ис ход -
ную СЛУ к рав но силь ной.

До ка жем вто рую часть ут верж де ния. Пусть век тор K — ре ше-
ние си с те мы (9), тог да век тор K — ре ше ние лю бо го урав не ния
си с те мы (9) и по это му об ра ща ет в вер ное чис ло вое ра вен ст во 
i-е и j-е урав не ния, т.е. AiX = bi и A jX = bj. Сло жив эти чис ло вые
ра вен ст ва, по лу чим чис ло вое ра вен ст во AiK + AjK = bi + bj, из ко -
то ро го сле ду ет, что век тор K яв ля ет ся ре ше ни ем урав не ния ви -
да AiX + AjX = bi + bj, а, сле до ва тель но, и си с те мы

(10)

ко то рая от ли ча ет ся от (9) толь ко i-м урав не ни ем.
Об рат но, пусть век тор L — ре ше ние си с те мы (10), тог да век-

тор L — ре ше ние каж до го урав не ния этой си с те мы и об ра ща ет 
i-е и j-е урав не ния в вер ные чис ло вые ра вен ст ва AiL + AjL = bi + bj
и AjL = bj. Вы чи тая вто рое ра вен ст во из пер во го, по лу ча ем вер -
ное чис ло вое ра вен ст во AiL = bi, из ко то ро го сле ду ет, что век тор L
яв ля ет ся ре ше ни ем урав не ния AiX = bi, а сле до ва тель но и си с те -
мы (9), так как она от ли ча ет ся от (10) толь ко i-м урав не ни ем.

A1X = b1,
....................................
AiX + AjX = bi + bj,....................................
AjX = bj,....................................
AmX = bm,

⎧
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⎩

A1X = b1,
..................
AiX = bi,..................
AjX = bj,..................
AmX = bm ,
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Та ким об ра зом, по ка за но, что ре ше ние си с те мы (9) есть ре -
ше ние си с те мы (10) и об рат но. Сле до ва тель но, до ка за на рав но -
силь ность си с тем (9) и (10). �

Жор да но во пре об ра зо ва ние

Да на си с те ма ли ней ных урав не ний

(11)

где ars � 0.
Оп ре де ле ние. Жор да но вым пре об ра зо ва ни ем си с те мы ли -

ней ных урав не ний с раз ре ша ю щим эле мен том ars � 0 на зы -
ва ет ся со во куп ность двух опе ра ций.

1. Ум но же ние r-го урав не ния си с те мы (11) на чис ло
(де ле ние на раз ре ша ю щий эле мент ars), по сле че го по лу ча ем
си с те му

(12)

где a�rj = ∀j � s; b�r = .

2. При по мо щи r-го урав не ния си с те мы (12) ис клю ча ем из
всех ос таль ных урав не ний си с те мы не из ве ст ное xs, при бавляя
к первому урав не нию r-е урав не ние, ум но жен ное на (–a1s),
ко второму урав не нию — r-е урав не ние, ум но жен ное на (–a2s)
и т.д. По сле че го си с те ма (12) пре об ра зу ет ся в си с те му

(13)

Та ким об ра зом, с по мо щью Жор да но ва пре об ра зо ва ния
по лу чи ли си с те му с раз ре шен ным не из ве ст ным xs. Так как
Жор да но во пре об ра зо ва ние со сто ит из по сле до ва тель но го
при ме не ния эле мен тар ных пре об ра зо ва ний, то оно пе ре во -
дит си с те му (12) в рав но силь ную си с те му.

a�11x1 + a�12x2 + ... + 0xs + ... + a�1nxn = b�1,
.............................................................................
a�r1x1 + a�r2 x2 + ... + 1xs + ... + a�rnxn = b�r,
.............................................................................
a�m1x1 + a�m2x2 + ... + 0xs + ... + a�mnxn = b�m.

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

br––ars

arj––ars

a11x1 + a12x2 + ... + a1sxs + ... + a1nxn = b1,
..............................................................................
a�r1x1 + a�r2x2 + ... + 1xs + ... + a�rnxn = b�r,
..............................................................................
am1x1 + am2x2 + ... + amsxs + ... + amnxn = bm,

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

1
––
ars

a11x1 + a12x2 + ... + a1sxs + ... + a1nxn = b1,
..............................................................................
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..............................................................................
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⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩
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При мер. Вы пол нить пре об ра зо ва ние Жор да на с раз ре ша ю -
щим эле мен том a23 сле ду ю щей си с те мы ли ней ных урав не ний:

� Для вы пол не ния Жор да но ва пре об ра зо ва ния век то ры ус -
ло вий и сво бод ные чле ны дан ной си с те мы за пи сы ва ют в ис ход -
ную таб ли цу.

Стро ку, в ко то рой на хо дит ся раз ре ша ю щий эле мент a23 = 2,
ум но жа ем на об рат ную к не му ве ли чи ну, т.е. на 1/2. Ре зуль тат
за пи сы ва ем во вто рую стро ку но вой таб ли цы.

За тем по лу чен ную стро ку ум но жа ем на (–4) и при бав ля ем
к пер вой стро ке ис ход ной таб ли цы. Ре зуль тат за пи сы ва ем в пер-
вую стро ку но вой таб ли цы. Ана ло гич но по сту па ем с тре ть ей
стро кой ис ход ной таб ли цы, сло жив ее со вто рой стро кой но вой
таб ли цы, пред ва ри тель но ум но жив ее на (–1). 

�

Оп ре де ле ние. Об щим ре ше ни ем дан ной си с те мы ли ней -
ных урав не ний на зы ва ет ся рав но силь ная ей раз ре шен ная си -
с те ма ли ней ных урав не ний.

Оп ре де ле ние. Ча ст ным ре ше ни ем дан ной СЛУ на зы ва ют
ре ше ние, по лу чен ное из об ще го, при сво е ни ем кон крет ных
зна че ний сво бод ным пе ре мен ным.

Оп ре де ле ние. Ба зис ным ре ше ни ем дан ной СЛУ на зы ва -
ет ся ча ст ное ре ше ние, по лу чен ное из об ще го, при сво е ни ем
ну ле вых зна че ний сво бод ным пе ре мен ным.

При этом ба зис ное ре ше ние на зы ва ет ся не вы рож ден ным,
ес ли чис ло не ну ле вых ко ор ди нат его рав но чис лу раз ре шен -
ных не из ве ст ных, вхо дя щих в вы бран ный на бор раз ре шен -
ных не из ве ст ных си с те мы. Ес ли же не ну ле вых ко ор ди нат
в ба зис ном ре ше нии мень ше чис ла раз ре шен ных не из ве ст -
ных в вы бран ном на бо ре, то та кое ба зис ное ре ше ние на зы ва -
ет ся вы рож ден ным.

Ре ше ние си с те мы ли ней ных урав не ний 
ме то дом Жор да на — Га ус са

Ме то дом Жор да на — Га ус са дан ная СЛУ при во дит ся
к рав но силь ной раз ре шен ной СЛУ, т.е. к об ще му ре ше нию
дан ной СЛУ.

A�1 A�2 A�3 A�4 B
–4 –3 0 –3 –2
1,5 2,5 1 1 2
2,5 1,5 0 6 0

A1 A2 A3 A4 B
2 7 4 1 6
3 5 2 2 4
4 4 1 7 2

2x1 + 7x2 + 4x3 + x4 = 6,
3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4,
4x1 + 4x2 + x3 + 7x4 = 2.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩
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⎧
⎪
⎨
⎪
⎩
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Пусть да на СЛУ (1):

Шаг 1. Смо т рим в дан ной си с те ме ли ней ных урав не ний:
• име ют ся ли три ви аль ные урав не ния, ес ли име ют ся,

то вы чер ки ва ем их;
• име ют ся ли про ти во ре чи вые урав не ния, ес ли име ют ся,

то ис ход ная си с те ма яв ля ет ся не со вме ст ной и про цесс ре ше -
ния за кан чи ва ет ся;

• в каж дом ли урав не нии си с те мы име ет ся хо тя бы од на
раз ре шен ная не из ве ст ная, ес ли в каж дом, то най де но об щее
ре ше ние дан ной си с те мы и про цесс ре ше ния за кан чи ва ет ся.
Ес ли же най дет ся урав не ние, в ко то ром нет раз ре шен ной
неиз ве ст ной, то вы би ра ем в нем раз ре ша ю щий эле мент, не
рав ный ну лю, на при мер a11 � 0, и вы пол ня ем пре об ра зо ва -
ние Жор да на.

Тог да по лу чим си с те му (2):

Шаг 2. Смо т рим в этой си с те ме:
• име ют ся ли три ви аль ные урав не ния, ес ли име ют ся, то

вы чер ки ва ем их;
• име ют ся ли про ти во ре чи вые урав не ния, ес ли име ют ся,

то ис ход ная си с те ма яв ля ет ся не со вме ст ной и про цесс ре ше -
ния за кан чи ва ет ся;

• в каж дом ли урав не нии си с те мы име ет ся хо тя бы од на
раз ре шен ная не из ве ст ная, ес ли в каж дом, то най де но об щее
ре ше ние дан ной си с те мы и про цесс ре ше ния за кан чи ва ет ся.
Ес ли же най дет ся урав не ние, в ко то ром нет раз ре шен ной не -
из ве ст ной, то вы би ра ем в этом урав не нии раз ре ша ю щий эле -
мент, не рав ный ну лю, на при мер a�23 � 0, и вы пол ня ем пре об -
ра зо ва ние Жор да на.

Тог да по лу чим си с те му (3):

A1 A2 A3 ... An B
a11 a12 a13 ... a1n b1

a21 a22 a23 ... a2n b2

... ... ... ... ... ...
am1 am2 am3 ... amn bm

A�1 A�2 A�3 ... A�n B�
1 a�12 a�13 ... a�1n b�1
0 a�22 a�23 ... a�2n b�2
... ... ... ... ... ...
0 a�m2 a�m3 ... a�mn b�m
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и т.д.
На k-м шаге про во дим дей ст вия с си с те мой (k), по лу чен -

ной на пре ды ду щем ша ге. Смо т рим, в си с те ме (k):
• име ют ся ли три ви аль ные урав не ния, ес ли име ют ся, то

вы чер ки ва ем их;
• име ют ся ли про ти во ре чи вые урав не ния, ес ли име ют ся,

то си с те ма яв ля ет ся не со вме ст ной и про цесс ре ше ния за кан -
чи ва ет ся;

• в каж дом ли урав не нии си с те мы (k) име ет ся хо тя бы од на
раз ре шен ная не из ве ст ная, ес ли в каж дом, то най де но об щее ре -
ше ние дан ной си с те мы и про цесс ре ше ния за кан чи ва ет ся. Ес ли
же най дет ся урав не ние, в ко то ром нет раз ре шен ной не из ве ст -
ной, то вы би ра ем в нем раз ре ша ю щий эле мент, не рав ный ну лю,
на при мер, a*

kj � 0 и вы пол ня ем пре об ра зо ва ние Жор да на.
Оче вид но, что по сле k-го ша га в СЛУ со дер жит ся не мень -

ше, чем k урав не ний. При чем каж дое из пер вых k урав не ний
со дер жит хо тя бы од но раз ре шен ное не из ве ст ное (урав не ния
с раз ре шен ны ми не из ве ст ны ми все гда мож но за пи сать пе ред
урав не ни я ми, не име ю щи ми раз ре шен ных не из ве ст ных). Ес -
ли по сле k-го ша га си с те ма со дер жит ров но k не три ви аль ных
урав не ний, то про цесс ре ше ния ос та нав ли ва ет ся. Ес ли же си -
с те ма со дер жит бо лее чем k не три ви аль ных урав не ний, то не -
об хо ди мо вы пол нить (k + 1)-й шаг и т.д.

Не бо лее, чем че рез m ша гов (m — чис ло урав не ний в ис -
ход ной си с те ме) мы или убе дим ся, что ис ход ная СЛУ не со -
вме ст на, или по лу чим СЛУ, каж дое урав не ние ко то рой со -
дер жит хо тя бы од но раз ре шен ное не из ве ст ное, т.е. по лу чим
раз ре шен ную си с те му, рав но силь ную ис ход ной си с те ме.

При этом чис ло сде лан ных при ре ше нии ша гов не боль ше
чис ла урав не ний в ис ход ной си с те ме (k � m). Так как чис ло
урав не ний в раз ре шен ной си с те ме не пре вос хо дит чис ла не -
из ве ст ных этой си с те мы, то чис ло ша гов, сде лан ных при ре -
ше нии СЛУ (1), не пре вос хо дит чис ла не из ве ст ных (k � n).

Та ким об ра зом:
• СЛУ (1) яв ля ет ся не со вме ст ной, ес ли на ка ком-то ша ге

мы по лу чим си с те му, со дер жа щую про ти во ре чи вые урав не -
ния. В про тив ном слу чае СЛУ (1) яв ля ет ся сов ме ст ной;

A��1 A���2 A���3 ... A���n B���
1 a��12 0 ... a��1n b��1
0 a��22 1 ... a��2n b��2
... ... ... ... ... ...
0 a��m2 0 ... a��mn b��m
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и т.д.
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A��1 A���2 A���3 ... A���n B���
1 a��12 0 ... a��1n b��1
0 a��22 1 ... a��2n b��2
... ... ... ... ... ...
0 a��m2 0 ... a��mn b��m
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• сов ме ст ная СЛУ (1) бу дет оп ре де лен ной, ес ли при ее ре -
ше нии бу дет сде ла но ров но n ша гов (k = n), и не о пре де лен ной,
ес ли ко ли че ст во вы пол нен ных ша гов мень ше чис ла не из ве ст-
ных (k < n).

За ме ча ние. Чис ло об щих ре ше ний дан ной СЛУ с m урав -
не ни я ми и n не из ве ст ны ми сов па да ет с чис лом со че та ний из

n по k, т.е. Cn
k = , где k — чис ло урав не ний в лю бом об -

щем ре ше нии дан ной СЛУ.
Оп ре де ле ние. СЛУ с ну ле вы ми сво бод ны ми чле на ми, т.е.

В = Θ, на зы ва ет ся од но род ной.
След ст вие. Си с те ма АХ = Θ (*) од но род ных ли ней ных

урав не ний, в ко то рой чис ло урав не ний мень ше чис ла не из ве ст-
ных (m < n), все гда име ет не ну ле вое ре ше ние.

� Лю бая си с те ма од но род ных ли ней ных урав не ний сов ме ст на,
так как об ла да ет ну ле вым ре ше ни ем — Θ = (0, …, 0), причем чис -
ло ша гов, сде лан ных при ре ше нии та кой си с те мы ме то дом Жор -
да на — Га ус са, не боль ше чис ла урав не ний в си с те ме (k � m). Так
как по ус ло вию чис ло урав не ний мень ше чис ла не из ве ст ных
в си с те ме (m < n), то (k < n) и си с те ма (*) яв ля ет ся не о пре де лен -
ной, т.е. име ет бо лее од но го ре ше ния, в том чис ле и не ну ле вое. �

При мер. Ре шить дан ную си с те му урав не ний ме то дом Жор -
да на — Га ус са. Най ти два раз лич ных об щих ре ше ния и со от вет -
ст ву ю щие им ба зис ные ре ше ния.

� Вы чис ле ния оформлены в виде таб ли ц. Раз ре ша ю щие эле -
мен ты выделены.

В этой таб ли це по ме ще ны век то ры ус ло вий и сво бод ные
чле ны ис ход ной си с те мы. Ре зуль та ты пер во го пре об ра зо ва ния
Жор да на с раз ре ша ю щим эле мен том a11 = 1 при ве де ны в следу -
ющей таб ли це.

x1 x2 x3 x4 b
1 2 3 4 5
0 –1 –2 –3 –4
0 –2 –4 –6 –8

x1 x2 x3 x4 b

1 2 3 4 5
2 3 4 5 6
3 4 5 6 7

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5,
2x1 + 3x2 + 4x3 + 5x4 = 6,
3x1 + 4x2 + 5x3 + 6x4 = 7.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

n!
——————
k!(n – k)!

21



Ре зуль тат вто ро го пре об ра зо ва ния Жор да на с раз ре ша ю щим
эле мен том a22 = –1 при ве де ны ниже.

В этой таб ли це тре тье урав не ние ока за лось три ви аль ным,
а в ос таль ных урав не ни ях име ет ся по од ной раз ре шен ной не из -
ве ст ной x1, x2. Сле до ва тель но, здесь по лу че но об щее ре ше ние,
ко то рое мож но за пи сать в ви де:

При рав ни ва ем сво бод ные пе ре мен ные x3, x4 к ну лю (x3 =
= x4 = 0), по лу ча ем ба зис ное ре ше ние X �b = (–3, 4, 0, 0).

Для то го что бы най ти вто рое об щее и со от вет ст ву ю щее ему
ба зис ное ре ше ние, в раз ре шен ной си с те ме вы би ра ем от лич ный
от ну ля раз ре ша ю щий эле мент, на при мер a13 = –1 и про во дим
пре об ра зо ва ние Жор да на. По лу ча ем но вое об щее ре ше ние, ко -
то рому соответствует таб ли ца

с раз ре шен ны ми не из ве ст ны ми x2 и x3

и со от вет ст ву ю щее ему ба зис ное ре ше ние Xb�� = (0, –2, 3, 0). �

Во про сы и задания
1. На пи ши те СЛУ в ма т рич ной и век тор ной фор мах.
2. Мо жет ли не ко то рое чис ло быть ре ше ни ем СЛУ с чис лом не -

из ве ст ных бо лее од но го?
3. Ког да не со вме ст ная СЛУ яв ля ет ся оп ре де лен ной?
4. В ка ком слу чае две СЛУ яв ля ют ся рав но силь ны ми?
5. Что об ще го и чем от ли ча ют ся три ви аль ное и про ти во ре чи вое

урав не ния?
6. Что ут верж да ет те о ре ма о СЛУ с три ви аль ным урав не ни ем?
7. Раз ре шен ная не из ве ст ная и раз ре ша ю щий эле мент — это од -

но и то же по ня тие?
8. Как на зы ва ют СЛУ, в каж дом урав не нии ко то рой име ет ся хо -

тя бы од на раз ре шен ная не из ве ст ная?
9. Что ут верж да ет те о ре ма о сво бод ных не из ве ст ных?

–x1 + x3 + 2x4 = 3,
2x1 + x2 – x4 = –2

⎧
⎨
⎩

x1 x2 x3 x4 b
–1 0 1 –2 3
2 1 0 –1 –2

x1 – 3x3 – 2x4 = –3,
x2 + 2x3 + 3x4 = 4.

⎧
⎨
⎩

x1 x2 x3 x4 b
1 0 –1 –2 –3
0 1 2 3 4
0 0 0 0 0
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Ре зуль тат вто ро го пре об ра зо ва ния Жор да на с раз ре ша ю щим
эле мен том a22 = –1 при ве де ны ниже.

В этой таб ли це тре тье урав не ние ока за лось три ви аль ным,
а в ос таль ных урав не ни ях име ет ся по од ной раз ре шен ной не из -
ве ст ной x1, x2. Сле до ва тель но, здесь по лу че но об щее ре ше ние,
ко то рое мож но за пи сать в ви де:

При рав ни ва ем сво бод ные пе ре мен ные x3, x4 к ну лю (x3 =
= x4 = 0), по лу ча ем ба зис ное ре ше ние X �b = (–3, 4, 0, 0).

Для то го что бы най ти вто рое об щее и со от вет ст ву ю щее ему
ба зис ное ре ше ние, в раз ре шен ной си с те ме вы би ра ем от лич ный
от ну ля раз ре ша ю щий эле мент, на при мер a13 = –1 и про во дим
пре об ра зо ва ние Жор да на. По лу ча ем но вое об щее ре ше ние, ко -
то рому соответствует таб ли ца

с раз ре шен ны ми не из ве ст ны ми x2 и x3

и со от вет ст ву ю щее ему ба зис ное ре ше ние Xb�� = (0, –2, 3, 0). �

Во про сы и задания
1. На пи ши те СЛУ в ма т рич ной и век тор ной фор мах.
2. Мо жет ли не ко то рое чис ло быть ре ше ни ем СЛУ с чис лом не -

из ве ст ных бо лее од но го?
3. Ког да не со вме ст ная СЛУ яв ля ет ся оп ре де лен ной?
4. В ка ком слу чае две СЛУ яв ля ют ся рав но силь ны ми?
5. Что об ще го и чем от ли ча ют ся три ви аль ное и про ти во ре чи вое

урав не ния?
6. Что ут верж да ет те о ре ма о СЛУ с три ви аль ным урав не ни ем?
7. Раз ре шен ная не из ве ст ная и раз ре ша ю щий эле мент — это од -

но и то же по ня тие?
8. Как на зы ва ют СЛУ, в каж дом урав не нии ко то рой име ет ся хо -

тя бы од на раз ре шен ная не из ве ст ная?
9. Что ут верж да ет те о ре ма о сво бод ных не из ве ст ных?

–x1 + x3 + 2x4 = 3,
2x1 + x2 – x4 = –2

⎧
⎨
⎩

x1 x2 x3 x4 b
–1 0 1 –2 3
2 1 0 –1 –2

x1 – 3x3 – 2x4 = –3,
x2 + 2x3 + 3x4 = 4.

⎧
⎨
⎩

x1 x2 x3 x4 b
1 0 –1 –2 –3
0 1 2 3 4
0 0 0 0 0
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10. До ка жи те су ще ст во ва ние ре ше ния у раз ре шен ной СЛУ, ес -
ли сво бод ным не из ве ст ным при дать оп ре де лен ные зна че ния.

11. До ка жи те су ще ст во ва ние един ст вен но го ре ше ния у раз ре -
шен ной СЛУ, ес ли сво бод ным не из ве ст ным при дать оп ре де лен ные
зна че ния.

12. При ка ких ус ло ви ях раз ре шен ная СЛУ яв ля ет ся оп ре де лен -
ной и при ка ких не о пре де лен ной?

13. Пе ре чис ли те пре об ра зо ва ния, пе ре во дя щие СЛУ в рав но -
силь ную СЛУ.

14. До ка жи те, что СЛУ рав но силь на этой же СЛУ при за ме не
в ней не ко то ро го урав не ния сум мой это го урав не ния с дру гим урав -
не ни ем.

15. Что пред став ля ет со бой Жор да но во пре об ра зо ва ние СЛУ?
16. Чем от ли ча ет ся ба зис ное ре ше ние СЛУ от дру гих ча ст ных

ре ше ний той же СЛУ?
17. На ка кие осо бен но с ти СЛУ не об хо ди мо об ра щать вни ма ние

на каж дом ша ге ре ше ния ее ме то дом Жор да на — Га ус са?
18. В ка ких слу ча ях пре кра ща ет ся про цесс ре ше ния СЛУ ме то -

дом Жор да на — Га ус са?
19. Ес ли k — чис ло ша гов, про де лан ных при ре ше нии СЛУ

с m урав не ни я ми ме то дом Жор да на — Га ус са, то ка кие из со от но ше -
ний: m < k, m = k, m > k не воз мож ны?

20. Ес ли k — чис ло ша гов, про де лан ных при ре ше нии оп ре де -
лен ной СЛУ с n пе ре мен ны ми ме то дом Жор да на — Га ус са, то ка кие
из со от но ше ний: n < k, n = k, n > k не воз мож ны?

21. Ука жи те на и боль шее чис ло воз мож ных об щих ре ше ний
СЛУ с m урав не ни я ми и n пе ре мен ны ми?

22. Ес ли од но род ная СЛУ с m урав не ни я ми и n пе ре мен ны ми име-
ет не ну ле вое ре ше ние, то ка кие из со от но ше ний: n < m, n = m, n > m
не воз мож ны?

Задачи для самостоятельного решения
1. Ак ции двух кор по ра ций кон ку ри ру ют на рын ке. За ви си мость

спро са на ак ции пер вой кор по ра ции x �1 и на ак ции вто рой кор по ра -
ции x �2 от це ны p�1, p�2 на эти ак ции вы ра жа ет ся урав не ни я ми:

а за ви си мость пред ло же ния этих ак ций x1��, x2�� и цен на них вы ра жа -
ет ся урав не ни я ми:

Ры ноч ное рав но ве сие пред став ля ет со бой ра вен ст во спро са
и пред ло же ния. Най ди те рав но вес ные ве ли чи ны x �1, x �2, x1��, x2��, p�1, p�2,
p1��, p2��.

⎧
⎨
⎩

p1�� = 2 + x1�� + (1/3)x2��,
p2�� = 2 + 0,5x2�� + 0,25x1��.

x �1 = 17 – 2p�1 + 0,5p�2,
x �2 = 20 – 3p�2 + 0,5p�1,

⎧
⎨
⎩
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2. Го но рар в 200 000 руб., по лу чен ный за опуб ли ко ван ную кни -
гу, ав тор ре шил по ло жить на счет в бан ке. При этом часть го но ра ра
ав тор по ло жил на один год под 6% го до вых, вто рую часть — на 3 го да
под 8% го до вых, а ос та ток, вдвое пре вос хо дя щий сум му, вло жен ную
на один год, — на 5 лет под 10% го до вых. Оп ре де ли те ве ли чи ну каж -
до го вкла да, ес ли банк начислял сложные проценты и сум мар ная
при быль от всех вло же ний со ста вила 7 699 892 руб.

3. Ре шить СЛУ ме то дом Жор да на — Га ус са. Вы пи сать ба зис ное
ре ше ние и не рав ное ему ча ст ное ре ше ние.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

70x1 + 42x2 + 35x3 + 42x4 + 77x5 = 259,
38x1 + 22x2 + 18x3 + 24x4 + 44x5 = 136,
23x1 + 14x2 + 12x3 + 13x4 + 24x5 = 87.

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

2x1 – 4x2 + 2x3 – 6x4 = 0,
–x1 + 5x2 + 4x3 + 11x4 = 10,
2x1 – x2 – 2x3 + 4x4 = –5,
3x1 + 2x2 + 3x3 + 3x4 = 2.

x1 + x2 – x3 = 1,
x1 + x2 + 2x3 = 2,
x1 + x2 + 5x3 = 5,
4x1 + 4x2 + x3 = 0.

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

2x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 1,
5x1 + 3x2 + 3x3 + 7x4 = 5,
7x1 + 4x2 + 3x3 + 8x4 = 6.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

x1 – 7x2 + 2x3 – 3x4 = –5,
6x1 + 8x2 + 2x3 + 2x4 = 1,
4x1 – 3x2 + 3x3 – 2x4 = 1.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

x1 + 3x2 + 2x3 + 11x4 – 5x5 = 13,
x2 + 2x3 + 4x4 – 4x5 = 8,
–2x1 + 2x2 + x3 – x4 – 11x5 = 5.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

x1 + 2x2 + x3 + 8x4 – 2x5 = 8,
2x1 + 2x2 – x3 + 9x4 + 3x5 = 3,
3x1 + x2 + 2x3 + 13x4 + 5x5 = 11.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

4x1 + 6x2 + 3x3 + 11x4 = 14,
2x1 + 12x2 – 3x3 + x4 = 16,
3x1 + 13x2 + 2x3 + 4x4 = 22.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

3x1 + 7x2 + 2x3 + x4 = 2,
4x1 + 9x2 + 2x3 + 3x4 = 3,
2x1 + 4x2 + x3 + 2x4 = 2.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩
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2. Го но рар в 200 000 руб., по лу чен ный за опуб ли ко ван ную кни -
гу, ав тор ре шил по ло жить на счет в бан ке. При этом часть го но ра ра
ав тор по ло жил на один год под 6% го до вых, вто рую часть — на 3 го да
под 8% го до вых, а ос та ток, вдвое пре вос хо дя щий сум му, вло жен ную
на один год, — на 5 лет под 10% го до вых. Оп ре де ли те ве ли чи ну каж -
до го вкла да, ес ли банк начислял сложные проценты и сум мар ная
при быль от всех вло же ний со ста вила 7 699 892 руб.

3. Ре шить СЛУ ме то дом Жор да на — Га ус са. Вы пи сать ба зис ное
ре ше ние и не рав ное ему ча ст ное ре ше ние.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

70x1 + 42x2 + 35x3 + 42x4 + 77x5 = 259,
38x1 + 22x2 + 18x3 + 24x4 + 44x5 = 136,
23x1 + 14x2 + 12x3 + 13x4 + 24x5 = 87.

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

2x1 – 4x2 + 2x3 – 6x4 = 0,
–x1 + 5x2 + 4x3 + 11x4 = 10,
2x1 – x2 – 2x3 + 4x4 = –5,
3x1 + 2x2 + 3x3 + 3x4 = 2.

x1 + x2 – x3 = 1,
x1 + x2 + 2x3 = 2,
x1 + x2 + 5x3 = 5,
4x1 + 4x2 + x3 = 0.

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

2x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 1,
5x1 + 3x2 + 3x3 + 7x4 = 5,
7x1 + 4x2 + 3x3 + 8x4 = 6.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

x1 – 7x2 + 2x3 – 3x4 = –5,
6x1 + 8x2 + 2x3 + 2x4 = 1,
4x1 – 3x2 + 3x3 – 2x4 = 1.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

x1 + 3x2 + 2x3 + 11x4 – 5x5 = 13,
x2 + 2x3 + 4x4 – 4x5 = 8,
–2x1 + 2x2 + x3 – x4 – 11x5 = 5.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

x1 + 2x2 + x3 + 8x4 – 2x5 = 8,
2x1 + 2x2 – x3 + 9x4 + 3x5 = 3,
3x1 + x2 + 2x3 + 13x4 + 5x5 = 11.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

4x1 + 6x2 + 3x3 + 11x4 = 14,
2x1 + 12x2 – 3x3 + x4 = 16,
3x1 + 13x2 + 2x3 + 4x4 = 22.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

3x1 + 7x2 + 2x3 + x4 = 2,
4x1 + 9x2 + 2x3 + 3x4 = 3,
2x1 + 4x2 + x3 + 2x4 = 2.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩
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10)

4. Най ти хо тя бы од ну ма т ри цу, пе ре ста но воч ную с ма т ри цей

A = .

5. Ме то дом Жор да на — Га ус са най ти ма т ри цы, об рат ные к ма т -
ри цам:

а) A = ; б) B = ; в) C = .

6. Най ти ма т ри цу С, ес ли АС = В, A = , B = .

7. Пла теж Ci(t), обе щан ный че рез t лет (t = 1, 2, …, 5) по об ли га -
ции Bi с бир же вой це ной Pi, но ми наль ной сто и мо с тью Ai, го до вой
став кой ку по на fi и сро ком по га ше ния ni (i =1, 2, …, 5), при ве де ны
в таб ли це.

Не об хо ди мо об ли га цию B6 за ме нить эк ви ва лент ным (ар би т -
раж ным) порт фе лем из об ли га ций B1—B5 с те ми же пла те жа ми от
порт фе ля, что и по об ли га ции B6. Про ве с ти срав не ние сто и мо с ти
об ли га ции B6 и сто и мо с ти сфор ми ро ван но го ар би т раж но го порт -
фе ля.

Для ре ше ния по став лен ной за да чи вве ди те век тор
X = (x1, x2, x3, x4, x5),

где xi — до ля об ли га ции i-го ви да в ар би т раж ном порт фе ле, ре ши те си-

с те му ли ней ных урав не ний CXT = C0
T, где ма т ри ца C = ,

а C0 = (C6(1), ..., C6(5)). За тем срав ни те сто и мость об ли га ции B6

⎛
⎜
⎝

C1(1)
...

C1(5)

...

...

...

C5(1)
...

C5(5)

⎞
⎟
⎠

Параметр
Облигация Bi

B1 B2 B3 B4 B5 B6

ni, год 5 4 3 2 1 5
Pi , руб. 118,42 103,47 110,69 111,00 102,83 121,07
Ai, руб. 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
fi, % 8 7 10 12 9 11
Ci(1), руб. 8,00 7,00 10,00 12,00 109,00 11,00
Ci(2), руб. 8,00 7,00 10,00 112,00 0 11,00
Ci(3), руб. 8,00 7,00 110,00 0 0 11,00
Ci(4), руб. 8,00 107,00 0 0 0 11,00
Ci(5), руб. 108,00 0 0 0 0 111,00

⎞
⎠

3
10

2
7

1
4

⎛
⎝

⎞
⎠

–2
–5

1
3

⎛
⎝

⎞
⎟
⎠

3
2
6

2
1
3

2
2
4

⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

6
3

5
4

⎛
⎝

⎞
⎠

4
2

3
1

⎛
⎝

⎞
⎠

1
3

2
4

⎛
⎝

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

2x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5,
3x1 + 2x2 + 2x3 + 5x4 = 4,
–3x1 + 2x2 + 8x3 – x4 = 87.
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и сто и мость PA = PXT ар би т раж но го порт фе ля, где P = (P1, ..., P5) —
век тор цен об ли га ций порт фе ля.

8. Для из го тов ле ния трех ви дов из де лий пред при я тие ис поль зу -
ет сы рье трех ви дов A, B, С в ог ра ни чен ном объ е ме. Оп ре де лить ко -
ли че ст ва из го тав ли ва е мых из де лий. Ис ход ные дан ные при ве де ны
в нижеследующих таблицах.

9. Пред при я тие про из во дит про дук цию тре мя тех но ло ги че с ки -
ми спо со ба ми, ис поль зуя три ви да ре сур сов. За па сы ре сур сов и за -
тра ты каж до го ви да ре сур са за 1 ч ра бо ты при ис поль зо ва нии каж -
дой тех но ло гии при ве де ны в нижеследующих таблицах. Най ти,
сколь ко вре ме ни ра бо та ет пред при я тие по каж дой тех но ло гии.

Вид 
ресурса

Нормы расхода
ресурса в час

по технологии 
Запасы 
ресурса

1 2 3

A 5 5 3 240

B 5 7 4 310

C 2 3 3 170

Вид 
ресурса

Нормы расхода
ресурса в час

по технологии 
Запасы 
ресурса

1 2 3

A 2 2 1 1000

B 1 3 2 1100

C 4 6 3 2500

Вид
сырья

Нормы расхода 
на изделие, кг Запасы 

сырья, кг
1 2 3

A 1 2 1 1600

B 5 3 1 2800

C 3 1 2 2200

Вид
сырья

Нормы расхода 
на изделие, кг Запасы 

сырья, кг
1 2 3

A 2 3 5 2300

B 2 2 3 1500

C 1 2 4 1700



и сто и мость PA = PXT ар би т раж но го порт фе ля, где P = (P1, ..., P5) —
век тор цен об ли га ций порт фе ля.

8. Для из го тов ле ния трех ви дов из де лий пред при я тие ис поль зу -
ет сы рье трех ви дов A, B, С в ог ра ни чен ном объ е ме. Оп ре де лить ко -
ли че ст ва из го тав ли ва е мых из де лий. Ис ход ные дан ные при ве де ны
в нижеследующих таблицах.

9. Пред при я тие про из во дит про дук цию тре мя тех но ло ги че с ки -
ми спо со ба ми, ис поль зуя три ви да ре сур сов. За па сы ре сур сов и за -
тра ты каж до го ви да ре сур са за 1 ч ра бо ты при ис поль зо ва нии каж -
дой тех но ло гии при ве де ны в нижеследующих таблицах. Най ти,
сколь ко вре ме ни ра бо та ет пред при я тие по каж дой тех но ло гии.

Вид 
ресурса

Нормы расхода
ресурса в час

по технологии 
Запасы 
ресурса

1 2 3

A 5 5 3 240

B 5 7 4 310

C 2 3 3 170

Вид 
ресурса

Нормы расхода
ресурса в час

по технологии 
Запасы 
ресурса

1 2 3

A 2 2 1 1000

B 1 3 2 1100

C 4 6 3 2500

Вид
сырья

Нормы расхода 
на изделие, кг Запасы 

сырья, кг
1 2 3

A 1 2 1 1600

B 5 3 1 2800

C 3 1 2 2200

Вид
сырья

Нормы расхода 
на изделие, кг Запасы 

сырья, кг
1 2 3

A 2 3 5 2300

B 2 2 3 1500

C 1 2 4 1700

Гла ва 2
СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ

В результате изу че ния материала дан но й главы студент должен:
знать оп ре де ле ния ли ней но за ви си мых и ли ней но не за ви си мых
си с тем век то ров, ба зис и ранг их; уметь обос но вы вать свой ст ва си -
с тем век то ров и един ст вен ность раз ло же ния век то ров си с те мы по
ба зи су ее; вла деть ме то дом Жор да на — Га ус са для оты с ка ния ба зи -
са си с те мы век то ров.

Оп ре де ле ние. n-мер ным век то ром (ма т ри цей стро кой
или ма т ри цей столб цом) на зы ва ют упо ря до чен ную си с те му
из n дей ст ви тель ных чи сел a1, a2, ..., an и обо зна ча ют

A = (a1, a2, ..., an),

где n на зы ва ют раз мер но с тью век то ра.
Оп ре де ле ние. Со во куп ность все воз мож ных n-мер ных

век то ров по сле вве де ния опе ра ций сло же ния век то ров и ум -
но же ния век то ра на дей ст ви тель ное чис ло на зы ва ют n-мер -
ным век тор ным про ст ран ст вом.

При сло же нии век то ров сум ми ру ют со от вет ст ву ю щие ко -
ор ди на ты их, а при ум но же нии век то ра на дан ное чис ло каж -
дую ко ор ди на ту век то ра ум но жа ют на дан ное чис ло. Опе ра ции
сло же ния век то ров и ум но же ния век то ра на дей ст ви тель ное
чис ло бу дут рас смо т ре ны в главе «Ма т ри цы и ли ней ные опе -
ра то ры».

Ска ляр ное про из ве де ни е этих век то ров мож но ис поль зо -
вать для на хож де ния дли ны век то ра по фор му ле

где А = (a1, a2, ..., an).
По сле вве де ния опе ра ции ска ляр ное про из ве де ние век -

тор ное про ст ран ст во ста но вит ся ев к ли до вым про ст ран ст вом
(см. При ло же ние B).

A a j
j

n

= 2

1=
∑ ,
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Пусть да ны n век то ров раз мер но с ти m, т.е.

A1 = ,   A2 = ,   ...,   An = .

Оп ре де ле ние 1. Си с те ма m-мер ных век то ров A1, A2, ..., An
на зы ва ет ся ли ней но за ви си мой, ес ли си с те ма ли ней ных урав -
не ний

A1x1 + A2x2 + ... + An xn = Θ (1)

име ет не ну ле вые ре ше ния, ес ли же си с те ма (1) не име ет не -
ну ле вых ре ше ний, то дан ная си с те ма век то ров A1, A2, ..., An
на зы ва ет ся ли ней но не за ви си мой.

За ме ча ние. Су ще ст во ва ние не ну ле во го ре ше ния у си с те мы
ли ней ных урав не ний A1x1 + A2x2 + ... + An xn = Θ рав но силь но
су ще ст во ва нию та ко го не ну ле во го век то ра K = (k1, k2, ..., kn) � Θ,
что вы пол ня ет ся ли ней ное со от но ше ние

A1k1 + A2k2 + ... + Ankn = Θ. (2)

С дру гой сто ро ны, от сут ст вие не ну ле во го ре ше ния си с те мы
ли ней ных урав не ний A1x1 + A2x2 + ... + An xn = Θ рав но силь но то-
му, что из вся ко го со от но ше ния ви да A1k1 + A2k2 + ... + Ankn = Θ,
сле ду ет, что K = Θ. По это му мож но сфор му ли ро вать иначе
оп ре де ле ние ли ней ной за ви си мо с ти и ли ней ной не за ви си мо -
с ти век то ров.

Оп ре де ле ние 2. Си с те ма m-мер ных век то ров A1, A2, ..., An
на зы ва ет ся ли ней но за ви си мой, ес ли су ще ст ву ет та кой не ну -
ле вой век тор K = (k1, k2, ..., kn) � Θ, что вы пол ня ет ся ли ней ное
со от но ше ние (2). Ес ли же из вся ко го со от но ше ния ви да (2)
сле ду ет, что K = Θ, то си с те ма век то ров A1, A2, ..., An на зы ва -
ет ся ли ней но не за ви си мой.

Рас смо т рим следующие случаи.
1. Си с те ма еди нич ных век то ров ли ней но не за ви си ма.

� За пи шем си с те му ли ней ных урав не ний

E1x1 + E2x2 + ... + En xn = Θ,

ма т ри ца ус ло вий ко то рой со став ле на из еди нич ных век то ров.

E1 E2 E3 ... En B
1
0
...
0

0
1
...
0

0
0
...
0

...

...

...

...

0
0
...
1

0
0
...
0

⎞
⎟
⎟
⎠

a1n
a2n
...

amn

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

a12
a22
...

am2

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

a11
a21
...

am1

⎛
⎜
⎜
⎝
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Пусть да ны n век то ров раз мер но с ти m, т.е.

A1 = ,   A2 = ,   ...,   An = .

Оп ре де ле ние 1. Си с те ма m-мер ных век то ров A1, A2, ..., An
на зы ва ет ся ли ней но за ви си мой, ес ли си с те ма ли ней ных урав -
не ний

A1x1 + A2x2 + ... + An xn = Θ (1)

име ет не ну ле вые ре ше ния, ес ли же си с те ма (1) не име ет не -
ну ле вых ре ше ний, то дан ная си с те ма век то ров A1, A2, ..., An
на зы ва ет ся ли ней но не за ви си мой.

За ме ча ние. Су ще ст во ва ние не ну ле во го ре ше ния у си с те мы
ли ней ных урав не ний A1x1 + A2x2 + ... + An xn = Θ рав но силь но
су ще ст во ва нию та ко го не ну ле во го век то ра K = (k1, k2, ..., kn) � Θ,
что вы пол ня ет ся ли ней ное со от но ше ние

A1k1 + A2k2 + ... + Ankn = Θ. (2)

С дру гой сто ро ны, от сут ст вие не ну ле во го ре ше ния си с те мы
ли ней ных урав не ний A1x1 + A2x2 + ... + An xn = Θ рав но силь но то-
му, что из вся ко го со от но ше ния ви да A1k1 + A2k2 + ... + Ankn = Θ,
сле ду ет, что K = Θ. По это му мож но сфор му ли ро вать иначе
оп ре де ле ние ли ней ной за ви си мо с ти и ли ней ной не за ви си мо -
с ти век то ров.

Оп ре де ле ние 2. Си с те ма m-мер ных век то ров A1, A2, ..., An
на зы ва ет ся ли ней но за ви си мой, ес ли су ще ст ву ет та кой не ну -
ле вой век тор K = (k1, k2, ..., kn) � Θ, что вы пол ня ет ся ли ней ное
со от но ше ние (2). Ес ли же из вся ко го со от но ше ния ви да (2)
сле ду ет, что K = Θ, то си с те ма век то ров A1, A2, ..., An на зы ва -
ет ся ли ней но не за ви си мой.

Рас смо т рим следующие случаи.
1. Си с те ма еди нич ных век то ров ли ней но не за ви си ма.

� За пи шем си с те му ли ней ных урав не ний

E1x1 + E2x2 + ... + En xn = Θ,

ма т ри ца ус ло вий ко то рой со став ле на из еди нич ных век то ров.

E1 E2 E3 ... En B
1
0
...
0

0
1
...
0

0
0
...
0

...

...

...

...

0
0
...
1

0
0
...
0

⎞
⎟
⎟
⎠

a1n
a2n
...

amn

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

a12
a22
...

am2

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

a11
a21
...

am1

⎛
⎜
⎜
⎝
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Из таб ли цы вид но, что эта СЛУ име ет един ст вен ное ну ле вое
ре ше ние, сле до ва тель но, по оп ре де ле нию си с те ма еди нич ных
век то ров яв ля ет ся ли ней но не за ви си мой. �

2. Си с те ма m-мер ных век то ров A1, A2, ..., An яв ля ет ся ли -
ней но за ви си мой, ес ли чис ло век то ров пре вы ша ет раз мер -
ность их, т.е. n > m.

� Так как си с те ма ли ней ных урав не ний
A1x1 + A2x2 + ... + An xn = Θ

со дер жит m урав не ний и n не из ве ст ных, а по ус ло вию n > m,
то по след ст вию из ме то да Га ус са си с те ма име ет не ну ле вые ре -
ше ния и, сле до ва тель но, по оп ре де ле нию 1 си с те ма век то ров
A1, A2, ..., An яв ля ет ся ли ней но за ви си мой. �

3. Си с те ма, со сто я щая из од но го не ну ле во го век то ра, яв -
ля ет ся ли ней но не за ви си мой.

� Пусть век тор A � Θ. Тог да из со от но ше ния Ak = Θ сле ду -
ет, что k = 0 и по оп ре де ле нию 2 си с те ма, со сто я щая из од но го
не ну ле во го век то ра, яв ля ет ся ли ней но не за ви си мой. �

4. Си с те ма век то ров Θ, A1, A2, ..., An яв ля ет ся ли ней но за -
ви си мой при лю бых век то рах A1, A2, ..., An.

� Так как со от но ше ние Θ · 1 + A1 · 0 + A2 · 0 + ... + An · 0 = Θ вы -
пол ня ет ся при K = (1, 0, 0, ..., 0) � Θ, то по оп ре де ле нию си с те ма
век то ров Θ, A1, A2, ..., An яв ля ет ся ли ней но за ви си мой. �

5. Лю бые три трехмер ные не ну ле вые век то ры A1, A2, A3, не
ле жа щие в од ной пло с ко сти, об ра зу ют ли ней но не за ви си мую
си с те му век то ров.

� Пред по ло жим про тив ное, т.е. дан ная си с те ма век то ров
A1, A2, A3 яв ля ет ся ли ней но за ви си мой. Тог да по оп ре де ле нию
най дет ся та кой век тор K = (k1, k2, k3) � Θ, для ко то ро го бу дет вы -
пол нять ся со от но ше ние A1k1 + A2k2 + A3k3 = Θ. Пусть k1 � 0. Тог да
век тор A1 мож но пред ста вить в ви де ди а го на ли A1 = A2(–k2/k1) +
+ A3(–k3/k1) па рал ле ло грам ма, по ст ро ен но го на век то рах
A2(–k2/k1) и A3(–k3/k1). От ку да сле ду ет, что век то ры A1, A2, A3
ле жат в од ной пло с ко сти. Это про ти во ре чит ус ло вию. По это му
пред по ло же ние о ли ней ной за ви си мо с ти дан ных век то ров не
яв ля ет ся вер ным. Сле до ва тель но, дан ная си с те ма век то ров ли -
ней но не за ви си ма. �

Свой ст ва си с те мы век то ров

1. Из оп ре де ле ния ли ней ной за ви си мо с ти век то ров сле ду -
ет, что лю бая си с те ма век то ров ли бо ли ней но за ви си ма, ли бо
ли ней но не за ви си ма.
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2. Ес ли часть дан ной си с те мы век то ров A1, A2, ..., An ли ней -
но за ви си ма, то и вся дан ная си с те ма век то ров ли ней но за ви -
си ма.

� Пусть A1, A2, ..., Al — ли ней но за ви си мая часть си с те мы
век то ров A1, A2, ..., An, где l < n. По оп ре де ле нию най дет ся та кой
век тор K = (k1, k2, ..., kl) � Θ, что бу дет вы пол нять ся со от но ше -
ние A1x1 + A2 x2 + ... + Al xl = Θ. Тог да со от но ше ние ви да

A1k1 + A2 k2 + ... + Al kl + Al+1kl+1 + ... + An kn = Θ
бу дет вы пол нять ся при K = (k1, k2, ..., kl, 0, ..., 0) � Θ. Сле до ва тель-
но, по оп ре де ле нию 2 вся си с те ма век то ров A1, A2, ..., An яв ля ет -
ся ли ней но за ви си мой. �

3. Ес ли дан ная си с те ма век то ров ли ней но не за ви си ма, то
и лю бая ее часть ли ней но не за ви си ма.

� От про тив но го. Пусть часть A1, A2, ..., Ak дан ной си с те мы
век то ров A1, A2, ..., An, где k < n, яв ля ет ся ли ней но за ви си мой.
Тог да из свой ст ва 2 сле ду ет, что вся дан ная си с те ма век то ров
ли ней но за ви си ма. Это про ти во ре чит ус ло вию. Сле до ва тель но,
пред по ло же ние не вер но, а вер но то, что лю бая часть ли ней но
не за ви си мой си с те мы век то ров яв ля ет ся так же ли ней но не за ви -
си мой. �

4. Ес ли си с те ма век то ров A1, A2, ..., An, B яв ля ет ся ли ней но
за ви си мой, а ее часть A1, A2, ..., An — ли ней но не за ви си ма,
то век тор В ли ней но вы ра жа ет ся че рез век то ры A1, A2, ..., An.

� Си с те ма век то ров A1, A2, ..., An, B яв ля ет ся ли ней но за ви си -
мой. Тог да по оп ре де ле нию най дет ся та кой век тор

K = (k1, k2, ..., kn, kn+1) � Θ,
что вы пол ня ет ся со от но ше ние A1k1 + A2 k2 + ... + An kn + Bkn+1 = Θ.
По ка жем, что kn+1 � 0. Ес ли бы kn+1 = 0, то Bkn+1 = Θ. Тог да
A1k1 + A2 k2 + ... + An kn = Θ, а так как си с те ма век то ров A1, A2, ..., An
по ус ло вию ли ней но не за ви си ма, то по оп ре де ле нию 2 k1 = k2 =
= ... = kn = 0, а сле до ва тель но, век тор K = Θ, что про ти во ре чит то му,
что K = (k1, k2, ..., kn, kn+1) � Θ. Следовательно, kn+1 � 0. Тог да мож но
за пи сать B = A1(–k1/kn+1) + A2(–k2/kn+1) + ... + An(–kn/kn+1). �

Ба зи сы си с те мы век то ров

Оп ре де ле ние. Ба зи сом дан ной си с те мы век то ров A1, A2, ..., An
на зы ва ет ся та кая ее часть B1, B2, ..., Br, в ко то рой каж дый из
век то ров есть один из век то ров дан ной си с те мы и ко то рая
удов ле тво ря ет сле ду ю щим ус ло ви ям.

1. B1, B2, ..., Br яв ля ют ся ли ней но не за ви си мой си с те мой
век то ров.
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2. Ес ли часть дан ной си с те мы век то ров A1, A2, ..., An ли ней -
но за ви си ма, то и вся дан ная си с те ма век то ров ли ней но за ви -
си ма.

� Пусть A1, A2, ..., Al — ли ней но за ви си мая часть си с те мы
век то ров A1, A2, ..., An, где l < n. По оп ре де ле нию най дет ся та кой
век тор K = (k1, k2, ..., kl) � Θ, что бу дет вы пол нять ся со от но ше -
ние A1x1 + A2 x2 + ... + Al xl = Θ. Тог да со от но ше ние ви да

A1k1 + A2 k2 + ... + Al kl + Al+1kl+1 + ... + An kn = Θ
бу дет вы пол нять ся при K = (k1, k2, ..., kl, 0, ..., 0) � Θ. Сле до ва тель-
но, по оп ре де ле нию 2 вся си с те ма век то ров A1, A2, ..., An яв ля ет -
ся ли ней но за ви си мой. �

3. Ес ли дан ная си с те ма век то ров ли ней но не за ви си ма, то
и лю бая ее часть ли ней но не за ви си ма.

� От про тив но го. Пусть часть A1, A2, ..., Ak дан ной си с те мы
век то ров A1, A2, ..., An, где k < n, яв ля ет ся ли ней но за ви си мой.
Тог да из свой ст ва 2 сле ду ет, что вся дан ная си с те ма век то ров
ли ней но за ви си ма. Это про ти во ре чит ус ло вию. Сле до ва тель но,
пред по ло же ние не вер но, а вер но то, что лю бая часть ли ней но
не за ви си мой си с те мы век то ров яв ля ет ся так же ли ней но не за ви -
си мой. �

4. Ес ли си с те ма век то ров A1, A2, ..., An, B яв ля ет ся ли ней но
за ви си мой, а ее часть A1, A2, ..., An — ли ней но не за ви си ма,
то век тор В ли ней но вы ра жа ет ся че рез век то ры A1, A2, ..., An.

� Си с те ма век то ров A1, A2, ..., An, B яв ля ет ся ли ней но за ви си -
мой. Тог да по оп ре де ле нию най дет ся та кой век тор

K = (k1, k2, ..., kn, kn+1) � Θ,
что вы пол ня ет ся со от но ше ние A1k1 + A2 k2 + ... + An kn + Bkn+1 = Θ.
По ка жем, что kn+1 � 0. Ес ли бы kn+1 = 0, то Bkn+1 = Θ. Тог да
A1k1 + A2 k2 + ... + An kn = Θ, а так как си с те ма век то ров A1, A2, ..., An
по ус ло вию ли ней но не за ви си ма, то по оп ре де ле нию 2 k1 = k2 =
= ... = kn = 0, а сле до ва тель но, век тор K = Θ, что про ти во ре чит то му,
что K = (k1, k2, ..., kn, kn+1) � Θ. Следовательно, kn+1 � 0. Тог да мож но
за пи сать B = A1(–k1/kn+1) + A2(–k2/kn+1) + ... + An(–kn/kn+1). �

Ба зи сы си с те мы век то ров

Оп ре де ле ние. Ба зи сом дан ной си с те мы век то ров A1, A2, ..., An
на зы ва ет ся та кая ее часть B1, B2, ..., Br, в ко то рой каж дый из
век то ров есть один из век то ров дан ной си с те мы и ко то рая
удов ле тво ря ет сле ду ю щим ус ло ви ям.

1. B1, B2, ..., Br яв ля ют ся ли ней но не за ви си мой си с те мой
век то ров.
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2. Каж дый век тор Aj (j = 1, 2, …, n) дан ной си с те мы век то -
ров ли ней но вы ра жа ет ся че рез век то ры B1, B2, ..., Br, т.е., 

Aj = B1k�1j + B2 k�2j + ... + Br k�r j. (3)

За ме ча ние. Лю бой век тор Bj (j = 1, 2, …, r) так же ли ней но
вы ра жа ет ся че рез век то ры B1, B2, ..., Br, на при мер, 

B2 = B10 + B21 + B30 + ... + Br0.

При мер. Да на си с те ма век то ров

A1 = ,   A2 = ,   A3 = ,   A4 = ,   A5 = .

До ка зать, что си с те ма век то ров A1, A2, A3 яв ля ет ся ба зи сом
для дан ной си с те мы.

� Так как век то ры A1, A2, A3 об ра зу ют еди нич ную ма т ри цу,
то они ли ней но не за ви си мы (см. случай 1). Каж дый век тор Aj
(j = 1, 2, …, 5) ли ней но вы ра жа ет ся че рез век то ры A1, A2, A3:

A4 = A13 + A22 + A35;   A5 = A10 + A2(–3) + A34;

A1 = A11 + A20 + A30.

Та ким об ра зом, вы пол ня ют ся оба ус ло вия оп ре де ле ния ба -
зи са, по это му век то ры A1, A2, A3 яв ля ют ся ба зи сом дан ной си с -
те мы век то ров. �

Те о ре ма. Ко эф фи ци ен ты k1j, k2j, ..., krj в раз ло же нии (3)
век то ра Aj по век то рам ба зи са оп ре де ле ны од но знач но.

� Пред по ло жим, что су ще ст ву ет еще од но раз ло же ние век -
то ра Aj по век то рам ба зи са, а имен но,

Aj = B1k�1j + B2k�2j + ... + Brk�rj. (4)

Вы чтем со от но ше ние (4) из со от но ше ния (3), по лу чим 

Θ = B1(k1j – k�1j) + B2(k2j – k�2j) + ... + Br(krj – k�rj).

Так как век то ры B1, B2, ..., Br ли ней но не за ви си мы, то по оп ре -
де ле нию 2 k1j – k�1j = 0, k2j – k�2j = 0, …, krj – k�rj = 0 � k1j = k�1j, k2j = k�2j,
..., krj = k�rj, т.е. раз ло же ние по век то рам ба зи са един ст вен но. �

Оп ре де ле ние. Ли ней но не за ви си мая часть B1, B2, ..., Bm
дан ной си с те мы век то ров A1, A2, ..., An на зы ва ет ся мак си маль -
но ли ней но не за ви си мой ча с тью (m � n), ес ли по сле до бав ле -
ния к этой ча с ти лю бо го век то ра дан ной си с те мы, не вхо дя -
ще го в B1, B2, ..., Bm, по лу ча ет ся ли ней но за ви си мая часть
дан ной си с те мы век то ров.
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Те о ре ма. Лю бая ли ней но не за ви си мая часть C1, C2, ..., Ck
дан ной си с те мы век то ров A1, A2, ..., An мо жет быть до пол не на
до ба зи са этой си с те мы.

� Ес ли C1, C2, ..., Ck не яв ля ет ся мак си маль но ли ней но не за -
ви си мой ча с тью си с те мы век то ров A1, A2, ..., An, то най дет ся та -
кой век тор Ck+1 ∈ (A1, A2, ..., An)/(C1, C2, ..., Ck), что си с те ма век -
то ров C1, C2, ..., Ck, Ck+1 бу дет ли ней но не за ви си мой ча с тью
си с те мы A1, A2, ..., An.

Ес ли и си с те ма C1, C2, ..., Ck, Ck+1 не яв ля ет ся мак си маль но
ли ней но не за ви си мой ча с тью си с те мы A1, A2, ..., An, то най дет ся
та кой век тор Ck+2 ∈ (A1, A2, ..., An)/(C1, C2, ..., Ck, Ck+1), что си с те -
ма век то ров C1, C2, ..., Ck, Ck+1, Ck+2 бу дет ли ней но не за ви си мой
ча с тью си с те мы A1, A2, ..., An и т.д.

Че рез l та ких ша гов по лу чим мак си маль но ли ней но не за ви си -
мую часть C1, C2, ..., Ck, ..., Ck+l си с те мы век то ров A1, A2, ..., An. При -
чем по лу чен ная си с те ма C1, C2, ..., Ck+l удов ле тво ря ет ус ло ви ям
оп ре де ле ния ба зи са, т.к. она ли ней но не за ви си ма. К то му же, ес ли
Aj ∉ (C1, C2, ..., Ck+l), то из оп ре де ле ния мак си маль ной ли ней ной
не за ви си мо с ти сле ду ет, что си с те ма век то ров C1, C2, ..., Ck+l, Aj
ли ней но за ви си ма. Тог да по четвертому свой ст ву най дет ся та -
кой век тор K � Θ, что бу дет вы пол нять ся со от но ше ние

C1k1 + C2 k2 + ... + Ck+l kk+l = Aj,

т.е. лю бой век тор си с те мы A1, A2, ..., An ли ней но вы ра жа ет ся че -
рез век то ры C1, C2, ..., Ck+l. Сле до ва тель но век то ры C1, C2, ..., Ck+l
об ра зу ют ба зис си с те мы A1, A2, ..., An. �

След ст вие. Ес ли си с те ма век то ров со дер жит хо тя бы
один не ну ле вой век тор, то эта си с те ма име ет ба зис.

� Пусть A1 � Θ, тог да часть дан ной си с те мы A1, A2, ..., An, со -
сто я щая из од но го век то ра A1, бу дет ли ней но не за ви си ма. По до -
ка зан ной те о ре ме эту ли ней но не за ви си мую часть мож но до пол -
нить до ба зи са дан ной си с те мы. �

За ме ча ния
1. Си с те ма век то ров мо жет иметь не сколь ко раз лич ных

ба зи сов. На при мер, в рас смо т рен ном вы ше при ме ре век тор
A4 � Θ. Сле до ва тель но, его мож но до пол нить до ба зи са, ко то -
рый не бу дет сов па дать с ба зи сом A1, A2, A3.

2. Лю бая мак си маль но ли ней но не за ви си мая часть си с те -
мы век то ров яв ля ет ся ба зи сом этой си с те мы.

Воз ни ка ет во прос о ко ли че ст ве век то ров в каж дом ба зи се
дан ной си с те мы век то ров. От вет на этот во прос да ет сле ду ю -
щее ут верж де ние.
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Те о ре ма. Лю бая ли ней но не за ви си мая часть C1, C2, ..., Ck
дан ной си с те мы век то ров A1, A2, ..., An мо жет быть до пол не на
до ба зи са этой си с те мы.

� Ес ли C1, C2, ..., Ck не яв ля ет ся мак си маль но ли ней но не за -
ви си мой ча с тью си с те мы век то ров A1, A2, ..., An, то най дет ся та -
кой век тор Ck+1 ∈ (A1, A2, ..., An)/(C1, C2, ..., Ck), что си с те ма век -
то ров C1, C2, ..., Ck, Ck+1 бу дет ли ней но не за ви си мой ча с тью
си с те мы A1, A2, ..., An.

Ес ли и си с те ма C1, C2, ..., Ck, Ck+1 не яв ля ет ся мак си маль но
ли ней но не за ви си мой ча с тью си с те мы A1, A2, ..., An, то най дет ся
та кой век тор Ck+2 ∈ (A1, A2, ..., An)/(C1, C2, ..., Ck, Ck+1), что си с те -
ма век то ров C1, C2, ..., Ck, Ck+1, Ck+2 бу дет ли ней но не за ви си мой
ча с тью си с те мы A1, A2, ..., An и т.д.

Че рез l та ких ша гов по лу чим мак си маль но ли ней но не за ви си -
мую часть C1, C2, ..., Ck, ..., Ck+l си с те мы век то ров A1, A2, ..., An. При -
чем по лу чен ная си с те ма C1, C2, ..., Ck+l удов ле тво ря ет ус ло ви ям
оп ре де ле ния ба зи са, т.к. она ли ней но не за ви си ма. К то му же, ес ли
Aj ∉ (C1, C2, ..., Ck+l), то из оп ре де ле ния мак си маль ной ли ней ной
не за ви си мо с ти сле ду ет, что си с те ма век то ров C1, C2, ..., Ck+l, Aj
ли ней но за ви си ма. Тог да по четвертому свой ст ву най дет ся та -
кой век тор K � Θ, что бу дет вы пол нять ся со от но ше ние

C1k1 + C2 k2 + ... + Ck+l kk+l = Aj,

т.е. лю бой век тор си с те мы A1, A2, ..., An ли ней но вы ра жа ет ся че -
рез век то ры C1, C2, ..., Ck+l. Сле до ва тель но век то ры C1, C2, ..., Ck+l
об ра зу ют ба зис си с те мы A1, A2, ..., An. �

След ст вие. Ес ли си с те ма век то ров со дер жит хо тя бы
один не ну ле вой век тор, то эта си с те ма име ет ба зис.

� Пусть A1 � Θ, тог да часть дан ной си с те мы A1, A2, ..., An, со -
сто я щая из од но го век то ра A1, бу дет ли ней но не за ви си ма. По до -
ка зан ной те о ре ме эту ли ней но не за ви си мую часть мож но до пол -
нить до ба зи са дан ной си с те мы. �

За ме ча ния
1. Си с те ма век то ров мо жет иметь не сколь ко раз лич ных

ба зи сов. На при мер, в рас смо т рен ном вы ше при ме ре век тор
A4 � Θ. Сле до ва тель но, его мож но до пол нить до ба зи са, ко то -
рый не бу дет сов па дать с ба зи сом A1, A2, A3.

2. Лю бая мак си маль но ли ней но не за ви си мая часть си с те -
мы век то ров яв ля ет ся ба зи сом этой си с те мы.

Воз ни ка ет во прос о ко ли че ст ве век то ров в каж дом ба зи се
дан ной си с те мы век то ров. От вет на этот во прос да ет сле ду ю -
щее ут верж де ние.
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Все ба зи сы дан ной си с те мы век то ров со сто ят из од но го
и то го же чис ла век то ров.

Оп ре де ле ние. Чис ло век то ров в лю бом ба зи се дан ной си -
с те мы век то ров на зы ва ют ран гом этой си с те мы век то ров.
Ранг ну ле вой ма т ри цы по оп ре де ле нию ра вен ну лю.

За ме ча ние. Ранг ма т ри цы ра вен ран гу си с те мы век то ров,
яв ля ю щих ся столб ца ми дан ной ма т ри цы.

Оп ре де ле ние. Дан ная си с те ма n-мер ных ли ней но не за ви -
си мых век то ров на зы ва ет ся ба зи сом n-мер но го век тор но го
про ст ран ст ва, ес ли каж дый век тор это го про ст ран ст ва ли -
ней но вы ра жа ет ся че рез век то ры дан ной си с те мы.

На при мер, од ним из ба зи сов n-мер но го век тор но го про ст -
ран ст ва яв ля ет ся си с те ма из n еди нич ных век то ров E1, E2, ..., En.
Сле до ва тель но, лю бой дру гой ба зис это го про ст ран ст ва со -
сто ит так же из n век то ров.

Оп ре де ле ние. Раз мер но с тью n-мер но го век тор но го про -
ст ран ст ва на зы ва ют чис ло век то ров в его ба зи се.

Для оты с ка ния ба зи са си с те мы век то ров ис поль зу ет ся ут -
верж де ние сле ду ю щей те о ре мы.

Теорема. Пусть да на СЛУ:

A1x1 + A2 x2 + ... + An xn = Θ

и не ко то рое ее об щее ре ше ние:

E1x1 + E2 x2 + ... + Er  xr + A�r+1xr+1 + ... + A�n xn = Θ.

Тог да век то ры ко эф фи ци ен тов при не из ве ст ных в дан ной
СЛУ, со от вет ст ву ю щие на бо ру раз ре шен ных не из ве ст ных
дан но го об ще го ре ше ния СЛУ, об ра зу ют ба зис си с те мы век -
то ров A1, A2, ..., An.

Та ким об ра зом, что бы най ти ба зис си с те мы век то ров
A1, A2, ..., An, вы пи сы ва ем си с те му од но род ных ли ней ных
урав не ний A1x1 + A2 x2 + ... + An xn = Θ. На хо дим об щее ре ше ние
и вы пи сы ва ем век то ры из си с те мы A1, A2, ..., An, со от вет ст ву -
ю щие на бо ру раз ре шен ных не из ве ст ных в об щем ре ше нии.

При мер. Най ти ба зис си с те мы век то ров: A1 = (5, 2, –3, 1),
A2 = (4, 1, –2, 3), A3 = (1, 1, –1, –2), A4 = (3, 4, –1, 2).

� Вы пи шем СЛУ в ви де таб ли цы и най дем ее об щее ре ше ние.

A1 A2 A3 A4 Θ
5 4 1 3 0
2 1 1 4 0

–3 –2 –1 –1 0
1 3 –2 2 0
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