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Предисловие

Со дер жа ние учеб ни ка со от вет ст ву ет учеб ной дис цип ли не
«Ме ха ни ка», вхо дя щей в ба зо вую (об ще про фес си о наль ную)
часть про фес си о наль но го цик ла Фе де раль но го го су дар ст вен-
но го стан дар та выс ше го про фес си о наль но го об ра зо ва ния
(ФГОС ВПО) для ба ка ла в ров в об ла с ти авиа ци он но-ко с -
ми че с кой тех ни ки и об ще го ма ши но ст ро е ния.

Учеб ник со сто ит из че ты рех глав. В пер вой гла ве «Ос но вы
ана ли за ме ха низ мов» да ют ся ос но вы струк тур но го, ки не ма -
ти че с ко го и ди на ми че с ко го ана ли зов ме ха низ мов, вво дят ся
ос нов ные тер ми ны и оп ре де ле ния, да ет ся струк тур ная клас-
си фи ка ция ме ха низ мов; рас сма т ри ва ют ся за да чи и ме то ды
ки не ма ти че с ко го ана ли за; ис сле ду ют ся си лы, дей ст ву ю щие
в ме ха ни че с ких си с те мах, и вы во дят ся урав не ния дви же ния.

Во вто рой гла ве «Ос но вы со про тив ле ния ма те ри а лов
и рас че тов на проч ность» рас сма т ри ва ют ся ви ды де фор ма ций
те ла под на груз кой и ме то ды оцен ки проч но с ти эле мен тов
кон ст рук ций при раз лич ных на гру же ни ях.

В тре ть ей гла ве «Ос но вы вза и мо за ме ня е мо с ти и точ ность
из го тов ле ния де та лей» из ла га ют ся прин ци пы по ст ро е ния
еди ной си с те мы до пу с ков и по са док со еди не ний глад ких
эле мен тов де та лей, ви ды до пу с ков на от кло не ние фор мы
и вза им но го рас по ло же ния по верх но с тей, спо со бы оцен ки
ше ро хо ва то с ти по верх но с тей де та лей.

В чет вер той гла ве «Ос но вы про ек ти ро ва ния де та лей и уз-
лов ме ха низ мов» при во дят ся ос но вы те о рии, рас че та и кон -
ст ру и ро ва ния де та лей и уз лов ме ха низ мов об ще го при ме не -
ния, ис поль зу е мых во всех от рас лях ма ши но ст ро е ния.

В ре зуль та те изу че ния пред став лен но го ма те ри а ла ба ка -
лавр дол жен:

знать
• ос нов ные по ня тия, по ло же ния, за ко ны и фор му лы

пред став лен ных дис цип лин;
• ос нов ные ме то ды ана ли за, кон ст ру и ро ва ния и рас че та

ме ха низ мов и ма шин;
• те о ре ти че с кие и прак ти че с кие под хо ды к раз ра бот ке

от дель ных уз лов и де та лей ме ха низ мов;



• ме то ды и прин ци пы рас че та на проч ность, же ст кость
и ус той чи вость эле мен тов кон ст рук ций;

• по ня тия и клас си фи ка цию де та лей и уз лов ме ха низ мов
об ще го при ме не ния;

• ос нов ные тре бо ва ния по ра бо то спо соб но с ти, тех но ло -
гич но с ти, на деж но с ти и эко но мич но с ти де та лей и уз лов ме -
ха низ мов;

• ти по вые кон ст рук ции де та лей и уз лов ме ха низ мов, об -
ла с ти их при ме не ния;

• ос нов ные по ло же ния вза и мо за ме ня е мо с ти и тех ни че с -
ких из ме ре ний в со от вет ст вии с Еди ной си с те мой до пу с ков
и по са док;

уметь
• при ме нять на прак ти ке по лу чен ные зна ния в об ла с ти

про ек ти ро ва ния и кон ст ру и ро ва ния ме ха ни че с ких си с тем;
• раз ра ба ты вать обоб щен ные ва ри ан ты кон ст рук ций,

ана ли зи ро вать их и на хо дить ком про мисс ные ре ше ния;
• раз ра ба ты вать и оформ лять кон ст рук тор скую до ку -

мен та цию, тех ни че с кие ус ло вия и тех ни че с кие опи са ния;
• са мо сто я тель но раз ра ба ты вать про стей шие уз лы пе ре -

да точ ных ме ха низ мов с уче том тре бо ва ний ра бо то спо соб -
но с ти, тех но ло гич но с ти, на деж но с ти, вза и мо за ме ня е мо с ти,
стан дар ти за ции и эко но мич но с ти;

• вы би рать рас чет ные схе мы при оцен ке проч но с ти ре -
аль ных де та лей и уз лов ме ха низ мов;

• на зна чать ма те ри ал де та лей с уче том раз лич ных тре бо -
ва ний (ме ха ни че с кие свой ст ва, сто и мость, де фи цит ность
и др.);

вла деть
• по ня тий ным ап па ра том в об ла с ти со став ля ю щих дис -

цип лин кур са «При клад ная ме ха ни ка»;
• тех ни кой рас че тов ос нов ных па ра ме т ров и ха рак те ри с -

тик ма шин;
• ме то да ми рас че та и кон ст ру и ро ва ния де та лей и ти по -

вых уз лов пе ре да точ ных ме ха низ мов;
• на вы ка ми оформ ле ния гра фи че с кой и тек с то вой кон -

ст рук тор ской до ку мен та ции;
• об ще про фес си о наль ной ин фор ма ци ей в об ла с ти ма -

ши но ст ро е ния.
На сто я щее из да ние под го тов ле но кол лек ти вом ав то ров:

гла ва 1 на пи са на Т. Ю. Чур ки ной; гла ва 2 — А. И. Стан ке ви-
чем; гла ва 3, параграфы 4.1, 4.8—4.11 — В. В. Джа ма ем; па ра-
графы 4.2—4.7 — Е. А. Са мой ло вым.
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Гла ва 1
ОСНОВЫ АНАЛИЗА МЕХАНИЗМОВ

По сле изу че ния главы 1 ба ка лавр дол жен:
знать
— ос нов ные по ня тия и по ло же ния дис цип ли ны «Те о рия ме ха -

низ мов и ма шин»;
— струк тур ную клас си фи ка цию ме ха низ мов;
— ос нов ные ме то ды струк тур но го, ки не ма ти че с ко го и ди на ми -

че с ко го ана ли за ме ха низ мов;
уметь
— при ме нять по лу чен ные зна ния к ана ли зу кон крет ных ме ха -

низ мов;
— оп ре де лять сте пень по движ но с ти ки не ма ти че с кой це пи;
— стро ить пла ны ско ро стей и ус ко ре ний;
— со став лять урав не ние дви же ния ме ха низ мов;
вла деть
— по ня тий ным ап па ра том в об ла с ти ана ли за ме ха низ мов.

1.1. Структурный анализ механизмов

1.1.1. Ос нов ные тер ми ны и оп ре де ле ния

Ши ро кий класс са мых раз лич ных объ ек тов ох ва ты ва ет -
ся по ня ти ем «ма ши на». Ма ши на — это ус т рой ст во, вы пол -
ня ю щее ме ха ни че с кое дви же ние для пре об ра зо ва ния энер гии,
ма те ри а лов, ин фор ма ции. Ос нов ны ми при зна ка ми ма ши ны
яв ля ют ся вы пол не ние дан ным ус т рой ст вом ме ха ни че с ко го
дви же ния и со вер ше ние не ко то рой по лез ной ра бо ты. При -
чем из всех ус т ройств, вы пол ня ю щих ме ха ни че с кое дви же -
ние, к ма ши нам от но сят толь ко те, ко то рые пред наз на че ны
для пре об ра зо ва ния энер гии, ма те ри а лов, ин фор ма ции. В за-
ви си мо с ти от функ ци о наль но го на зна че ния раз ли ча ют:

• энер ге ти че с кие ма ши ны, пре об ра зу ю щие лю бой вид энер-
гии в энер гию ме ха ни че с кую и на обо рот; к энер ге ти че с ким
ма ши нам от но сят ся дви га те ли вну т рен не го сго ра ния, эле к т ро -
дви га те ли, эле к т ро ге не ра то ры, тур би ны и дру гие ус т рой ст ва;



• тех но ло ги че с кие и транс порт ные ма ши ны, ко то рые пре-
об ра зу ют ма те ри а лы, из ме ня ют свой ст ва, фор му, со сто я ние
и по ло же ние объ ек тов тру да; к ним от но сят ся ме тал ло об ра -
ба ты ва ю щие стан ки, про кат ные ста ны, по ли гра фи че с кие,
гор ные и тек с тиль ные ма ши ны, са мо ле ты, ав то мо би ли, по -
ез да, транс пор те ры, подъ ем ни ки и т.п.;

• ин фор ма ци он ные ма ши ны, пред наз на чен ные для по лу че -
ния и пре об ра зо ва ния ин фор ма ции; ин фор ма ци он ные ма ши-
ны вы пол ня ют кон троль но�из ме ри тель ные опе ра ции, функ-
ции ре гу ли ро ва ния и уп рав ле ния тех но ло ги че с ки ми про -
цес са ми.

Ма ши ны ис поль зу ют ся, как пра ви ло, в ви де со во куп но с ти,
си с те мы ма шин. В клас си че с ком ис пол не нии та кая си с те ма
со сто ит из ма ши ны�дви га те ля, пе ре да точ но го ме ха низ ма и ра -
бо чей ма ши ны. Си с те ма не сколь ких вза и мо дей ст ву ю щих
ма шин, свя зан ных кон ст рук тив но, на зы ва ет ся ма шин ным
аг ре га том.

При всем раз но об ра зии ма шин и ма шин ных аг ре га тов их
объ е ди ня ет то, что ос но ву каж дой ма ши ны со став ля ет ус т -
рой ст во или груп па ус т ройств, на зы ва е мых ме ха низ ма ми.
Ме ха низм — это си с те ма тел, пред наз на чен ных для пре об -
ра зо ва ния не за ви си мо го дви же ния од но го или не сколь ких тел
в тре бу е мое дви же ние ос таль ных тел в со от вет ст вии с за -
дан ным функ ци о наль ным на зна че ни ем. В пре об ра зо ва нии дви -
же ния ме ха низ мов, кро ме твер дых тел, мо гут уча ст во вать
жид кие или га зо об раз ные сре ды. Ме ха низ мы пред став ля ют
со бой си с те мы оп ре де лен но го дви же ния. Оп ре де лен ность
дви же ния обес пе чи ва ет ся кон ст рук тив ны ми сред ст ва ми
или сред ст ва ми ди на ми ки. Су ще ст вен ным яв ля ет ся то, что
од но тип ные ме ха низ мы мо гут при ме нять ся в кон ст рук ци ях
са мых раз но об раз ных по на зна че нию ма шин. В со став ма ши -
ны, кро ме ме ха низ мов, мо гут вхо дить до пол ни тель ные ус т -
рой ст ва, свя зан ные, на при мер, с их за пу с ком, уп рав ле ни ем
или кон тро лем.

1.1.2. Со став ные ча с ти ме ха низ ма

Ме ха низ мы, не за ви си мо от функ ци о наль но го на зна че ния
и кон ст рук тив но го ис пол не ния, име ют об щую струк тур ную
ос но ву. Они со сто ят из зве нь ев — тел, уча ст ву ю щих в пре -
об ра зо ва нии дви же ния. Зве но — де таль или груп па же ст ко
со еди нен ных меж ду со бой де та лей (твер дое зве но). Кро ме то -
го, зве нья мо гут быть гиб ки ми (тро сы, рем ни, це пи), жид ки -
ми или га зо об раз ны ми.

Глава 1. Основы анализа механизмов10
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ней сво бо ды ме ха низ ма. На рис. 1.1
по ка за на струк тур ная схе ма пло с ко го
шар нир но го че ты рех звен ни ка. Здесь
1—4 — зве нья; A, В, С, D — ки не ма ти -
че с кие па ры. По ло же ние ме ха низ ма
шар нир но го че ты рех звен ни ка, име -
ю ще го од ну сте пень сво бо ды, пол но -
стью и од но знач но оп ре де ля ет ся за -
да ни ем од ной ко ор ди на ты (уг ла по -
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во ро та кри во ши па 1), ко то рую и мож но при нять за обоб -
щен ную ко ор ди на ту.

За обоб щен ные ко ор ди на ты мож но при нять лю бые не за -
ви си мые ко ор ди на ты. Зве но, ко ор ди на ты ко то ро го вы би ра -
ют ся в ка че ст ве обоб щен ных ко ор ди нат ме ха низ ма, на зы ва -
ет ся на чаль ным зве ном. В боль шин ст ве слу ча ев оно
сов па да ет с вход ным зве ном. Од на ко ино гда для уп ро ще ния
ана ли за за на чаль ное зве но удоб нее при нять про ме жу точ -
ное или да же вы ход ное зве но.

Зве нья в ме ха низ мах со еди ня ют ся меж ду со бой по движ -
но. По движ ное со еди не ние двух со при ка са ю щих ся зве нь ев, до -
пу с ка ю щее их от но си тель ное дви же ние, на зы ва ет ся ки не -
ма ти че с кой па рой. Точ ки, ли нии, по верх но с ти, по ко то рым
зве нья со при ка са ют ся, на зы ва ют эле мен та ми ки не ма ти че -
с ких пар.

1.1.3. Клас си фи ка ция ки не ма ти че с ких пар

Од ним из ос нов ных ха рак тер ных свойств ки не ма ти че с -
ких пар яв ля ет ся ко ли че ст во про стей ших от но си тель ных
дви же ний, ко то рых ли ша ют ся зве нья ме ха низ ма при со еди -
не нии их в ки не ма ти че с кие па ры. По яс ним это на при ме ре.
Из ве ст но, что сво бод ное твер дое те ло име ет шесть сте пе ней
сво бо ды. Про из воль ное пе ре ме ще ние его в про ст ран ст ве
мож но пред ста вить как ре зуль тат сло же ния ше с ти не за ви -
си мых дви же ний: трех по сту па тель ных па рал лель но осям
ко ор ди нат Ox, Oy, Oz и трех вра ща тель ных во круг осей, па -
рал лель ных этим осям (рис. 1.2). В за ви си мо с ти от ви да со -
еди не ний зве нь ев ме ха низ ма од но из них мо жет со вер шать
от но си тель но дру го го од но, два, три, че ты ре или пять дви -
же ний из ше с ти, пе ре чис лен ных вы ше. Сле до ва тель но, ки -
не ма ти че с кие па ры на кла ды ва ют на от но си тель ные дви же -
ния зве нь ев оп ре де лен ные ог ра ни че ния, ко то рые за ви сят от

спо со ба их со еди не ния. Та кие ог ра ни -
че ния на зы ва ют ся свя зя ми. Чис ло S
свя зей (ге о ме т ри че с ких), ог ра ни чи ва -
ю щих от но си тель ные дви же ния зве нь -
ев, оп ре де ля ет ся ра вен ст вом S = 6 – W,
где W — чис ло сте пе ней сво бо ды зве нь-
ев, об ра зу ю щих ки не ма ти че с кую па ру.

Ака де ми ком И. И. Ар то бо лев ским
вве де на клас си фи ка ция ки не ма ти че с -
ких пар, со глас но ко то рой все па ры де-
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Таб ли ца 1.1

Схе ма ти че с кое изо б ра же ние
ки не ма ти че с ких па р

Ус лов ное
изо б ра же ние S W Класс ки не ма -

тиче с кой па ры

Шар на пло с ко сти 1 5 1

Ци линдр на пло с ко сти 2 4 2

Приз ма на пло с ко сти 3 3 3

Сфе ри че с кая 3 3 3

Сфе ри че с кая с паль цем 4 2 4
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Ки не ма ти че с кие па ры раз де ля ют на низ шие и выс шие,
в за ви си мо с ти от ви да со став ля ю щих их эле мен тов. К низ -
шим ки не ма ти че с ким па рам, эле мен та ми ко то рых яв ля ют -
ся по верх но с ти, от но сят ся па ры по сту па тель ная, вра ща тель-
ная, сфе ри че с кая, вин то вая и пло с ко ст ная (см. табл. 1.1).
Точ ки и ли нии — эле мен ты выс ших ки не ма ти че с ких пар.
К выс шим ки не ма ти че с ким па рам от но сят ся па ры «шар на
пло с ко сти» и «ци линдр на пло с ко сти» (см. табл. 1.1). Пре -
иму ще ст ва низ ших пар — их спо соб ность пе ре да вать зна чи -
тель ные уси лия при мень шем из но се в срав не нии с выс ши -
ми па ра ми; для выс ших пар — воз мож ность вос про из во дить
с их по мо щью до ста точ но слож ные от но си тель ные дви -
жения.
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1.1.4. Ки не ма ти че с кие це пи

Ки не ма ти че с кая цепь — это свя зан ная си с те ма зве нь ев,
об ра зу ю щих меж ду со бой ки не ма ти че с кие па ры. Ки не ма ти че-
с кие це пи мож но раз де лить на пло с кие и про ст ран ст вен ные,
про стые и слож ные, за мк ну тые и не за мк ну тые (рис. 1.3).
К про стым от но сят ся це пи, у ко то рых каж дое зве но вхо дит
не бо лее чем в две ки не ма ти че с кие па ры (рис. 1.3, а, б, г);
к слож ным — це пи, у ко то рых име ют ся зве нья, вхо дя щие в три
и бо лее ки не ма ти че с кие па ры (рис. 1.3, в); к за мк ну тым —
це пи, у ко то рых каж дое зве но вхо дит по край ней ме ре в две
ки не ма ти че с кие па ры (рис. 1.3, б — г), к не за мк ну тым — це пи,
у ко то рых есть зве нья, вхо дя щие толь ко в од ну ки не ма ти че -
с кую па ру (рис. 1.3, а). Все по движ ные зве нья пло с кой ки не -
ма ти че с кой це пи со вер ша ют дви же ния, па рал лельные од ной
и той же не по движ ной пло с ко сти (см. рис. 1.1). В про ст ран -
ст вен ных ки не ма ти че с ких це пях точ ки зве нь ев опи сы ва ют
про ст ран ст вен ные кри вые ли бо дви жут ся по пло с ким кри -
вым, ле жа щим в пе ре се ка ю щих ся пло с ко стях (рис. 1.4).

Вве дя по ня тие ки не ма ти че с кой це пи, мож но дать дру гое
оп ре де ле ние для ме ха низ мов, со став лен ных толь ко из твер -
дых тел. Ме ха низ мом на зы ва ет ся ки не ма ти че с кая цепь,
в ко то рой при од ном не по движ ном зве не (стой ке) и за дан ном
дви же нии од но го или не сколь ких зве нь ев (ве ду щих) все ос -
таль ные зве нья (ве до мые) со вер ша ют од но знач но оп ре де -
лен ные дви же ния. Ме ха низ мы мо гут быть об ра зо ва ны как
за мк ну ты ми, так и не за мк ну ты ми ки не ма ти че с ки ми це пя -
ми. При ме ром не за мк ну той ки не ма ти че с кой це пи мо жет
слу жить ме ха низм эле мен тар но го ма ни пу ля то ра (рис. 1.5).

151.1. Структурный анализ механизмов

Рис. 1.3

B

B C

E
D

FG

A

B

A

A

B C

D

C

1

1

2

3

4

2

3

45

C

D1

1 2

6
7

5

4

3

2
3

4

а б

в г



Боль шин ст во ме ха низ мов об ра зо ва но за мк ну ты ми ки не ма -
ти че с ки ми це пя ми (см. рис. 1.1, 1.4).

При ис сле до ва нии ме ха низ мов ис поль зу ют ся их ус лов -
ные изо б ра же ния, со став ля ют ся струк тур ные, ки не ма ти че -
с кие и дру гие схе мы. Струк тур ные схе мы вы пол ня ют ся
в ви де чер те жа, на ко то ром с уче том ус лов ных обо зна че ний,
ус та нов лен ных ГОС Том, изо б ра жа ют зве нья, ки не ма ти че с -
кие па ры, ука зы ва ют стой ку и ве ду щие зве нья (см. рис. 1.1).
Струк тур ные схе мы, вы пол нен ные в оп ре де лен ном мас шта -
бе, на зы ва ют ся ки не ма ти че с ки ми схе ма ми.

1.1.5. Сте пень по движ но с ти ки не ма ти че с кой це пи

Чис ло сте пе ней сво бо ды ки не ма ти че с кой це пи от но си -
тель но од но го из зве нь ев на зы ва ют сте пе нью ее по движ но -
с ти. Для оп ре де ле ния сте пе ни по движ но с ти ки не ма ти че с -
кой це пи W не об хо ди мо из об ще го чис ла сте пе ней сво бо ды
всех ее по движ ных зве нь ев вы честь чис ло свя зей, на кла ды -
ва е мых на от но си тель ное дви же ние зве нь ев ки не ма ти че с -
ки ми па ра ми, ко то рые свя зы ва ют зве нья. Пусть n — чис ло
по движ ных зве нь ев про ст ран ст вен ной ки не ма ти че с кой це -
пи; Pi — чис ло ки не ма ти че с ких пар i�го клас са (i = 1, …, 5).
Тог да 6n — об щее чис ло сте пе ней сво бо ды n зве нь ев це пи,
ес ли счи тать их не свя зан ны ми меж ду со бой, a iPi — об щее
чис ло свя зей, на ло жен ных на зве нья ме ха низ ма ки не ма ти -
че с ки ми па ра ми i�го клас са.

С по мо щью вве ден ных обо зна че ний сте пень по движ но с -
ти ки не ма ти че с кой це пи мож но оп ре де лить вы ра же ни ем

W = 6n – iPi. (1.1)

Раз вер нув сум му в вы ра же нии (1.1), по лу чим струк тур -
ную фор му лу про ст ран ст вен ной ки не ма ти че с кой це пи об -
ще го ви да (фор му лу Со мо ва — Ма лы ше ва):

W = 6n – 5P5 – 4P4 – 3P3 – 2P2 – P1. (1.2)
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Фор му ла (1.2) по ка зы ва ет, ка ко му ко ли че ст ву зве нь ев
ки не ма ти че с кой це пи долж но быть за да но дви же ние (т.е.
сколь ко долж но быть ве ду щих зве нь ев), что бы дви же ние
ос таль ных зве нь ев бы ло од но знач но оп ре де лен ным. Фор -
му лой мож но поль зо вать ся, ес ли уб рать до пол ни тель ные
об щие ус ло вия свя зи, ко то рые на кла ды ва ют ог ра ни че ния
на дви же ние всех зве нь ев ки не ма ти че с кой це пи. На при мер,
для пло с кой ки не ма ти че с кой це пи, у ко то рой зве нья дви -
жут ся па рал лель но од ной не по движ ной пло с ко сти, пер пен -
ди ку ляр ной осям вра ща тель ных пар, на них на ло же ны три
об щие свя зи (см. рис. 1.1). Зве нья та кой це пи не мо гут пе ре -
ме щать ся вдоль оси, пер пен ди ку ляр ной к не по движ ной
пло с ко сти, и вра щать ся от но си тель но двух осей, ле жа щих
в этой пло с ко сти. Чис ло сте пе ней сво бо ды каж до го зве на
умень ша ет ся здесь на 3 — чис ло об щих свя зей. Об щее чис ло
сте пе ней сво бо ды n зве нь ев це пи бу дет рав но (6 – 3)n. Каж -
дая ки не ма ти че с кая па ра в этом слу чае на кла ды ва ет на дви -
же ние зве нь ев це пи на три ог ра ни че ния мень ше клас са па -
ры. Так, па ры 5�го и 4�го клас сов на кла ды ва ют на дви же ние
зве нь ев це пи со от вет ст вен но две и од ну свя зи, а ки не ма ти -
че с кие па ры 1, 2 и 3�го клас сов в рас сма т ри ва е мой це пи не
мо гут иметь ме с та.

Для пло с кой ки не ма ти че с кой це пи струк тур ную фор му лу
(1.2) пе ре пи шем в ви де

W = 3n – 2P5 – P4 (1.3)

(фор му ла Че бы ше ва).
Ки не ма ти че с кие па ры 5�го клас са в пло с ком ме ха низ ме

мо гут су ще ст во вать в ви де вра ща тель ной и по сту па тель ной
пар (см. табл. 1.1).

По сколь ку ме ха низм пред став ля ет со бой ки не ма ти че с -
кую цепь, то сте пень его по движ но с ти оп ре де ля ет ся по фор -
му лам (1,2), (1.3) с уче том об щих свя зей, на ло жен ных на
все зве нья ме ха низ ма. Сте пень по движ но с ти ме ха низ ма со -
от вет ст ву ет то му ко ли че ст ву не за ви си мых меж ду со бой ко -
ор ди нат (обоб щен ных ко ор ди нат), ко то рое не об хо ди мо за -
дать для од но знач ной оп ре де лен но с ти по ло же ний всех
зве нь ев ме ха низ ма. Так, для ме ха низ ма шар нир но го че ты -
рех звен ни ка име ем (см. рис. 1.1)

n = 3;   P5 = 4; P4 = 0.

Сте пень по движ но с ти под счи ты ва ем по фор му ле (1.3):

W = 3 · 3 – 2 · 4 = 1.
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Сле до ва тель но, дан ный ме ха низм
дол жен иметь од но ве ду щее зве но и
од ну обоб щен ную ко ор ди на ту. В ка -
че ст ве обоб щен ной ко ор ди на ты обыч -
но вы би ра ют уг ло вую ко ор ди на ту
ве ду ще го зве на ϕ1.

Для кри во шип но�пол зун но го ме -
ха низ ма (рис. 1.6) па ра ме т ры фор му лы (1.3) та кие же, как
и для ме ха низ ма шар нир но го че ты рех звен ни ка. Ве ду щее
зве но (пол зун 1) дви жет ся пря мо ли ней но, и за обоб щен ную
ко ор ди на ту при ни ма ет ся ли ней ная ко ор ди на та S пол зу на.

В ме ха низ мах с дву мя сте пе ня ми по движ но с ти за обоб -
щен ные ко ор ди на ты вы би ра ют ся ко ор ди на ты двух ве ду щих
зве нь ев или од но го ве ду ще го зве на, ес ли это зве но об ра зу ет
со стой кой ки не ма ти че с кую па ру с дву мя сте пе ня ми сво бо ды.

Фор му ла (1.2) не спра вед ли ва для ме ха низ мов с из бы -
точ ны ми (пас сив ны ми свя зя ми). Из бы точ ны ми свя зя ми
в ме ха низ ме на зы ва ют по вто ря ю щи е ся свя зи, ко то рые дуб -
ли ру ют ог ра ни че ния, на ло жен ные дру ги ми свя зя ми. Из бы -
точ ные свя зи мож но уда лить из ме ха низ ма, со хра нив при
этом за дан ное чис ло сте пе ней сво бо ды ме ха низ ма. Ес ли
чис ло из бы точ ных свя зей обо зна чить q, то сте пень по движ -
но с ти ме ха низ ма с из бы точ ны ми свя зя ми мож но вы ра зить
со от но ше ни ем

W = 6n – 5P5 – 4P4 – 3P3 – 2P2 – P1 + q. (1.4)

В пло с ком шар нир ном че ты рех звен ни ке (см. рис. 1.1) W = 1,
n = 3, P5 = 4. Чис ло из бы точ ных свя зей на хо дим по фор му -
ле (1.4):

q = W – 6n + 5P5 = 1 – 18 + 20 = 3.

Ус т ра не ние из бы точ ных свя зей до сти га ет ся из ме не ни ем
по движ но с тей не ко то рых ки не ма ти че с ких пар. На при мер,
ес ли в пло с ком шар нир ном че ты рех звен ни ке (см. рис. 1.1)
вра ща тель ную па ру В за ме нить на сфе ри че с кую па ру 3�го
клас са A, а вра ща тель ную па ру С — на сфе ри че с кую с паль -
цем па ру 4�го клас са В, то по лу чен ный та ким об ра зом ме ха -
низм про ст ран ст вен но го че ты рех звен ни ка (см. рис. 1.4) бу -
дет иметь W = 1, n = 3, Р3 = Р4 = 1, P5 = 2. Тог да

q = W – 6n + 5P5 + 4P4 + 3P3 = 1 – 18 + 10 + 4 + 3 = 0.

Та ким об ра зом, в ме ха низ ме про ст ран ст вен но го че ты -
рех звен ни ка из бы точ ные свя зи от сут ст ву ют.
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в ме ха низ мах тре бу ет по вы шен -
ной точ но с ти из го тов ле ния эле -
мен тов ки не ма ти че с ких пар во из-
бе жа ние до пол ни тель ных на гру -
зок на зве нья ме ха низ ма из�за их
де фор ма ций. В не ко то рых слу ча -
ях из бы точ ные свя зи вво дят на -
ме рен но для по вы ше ния же ст ко-
с ти ме ха низ ма. На при мер, в ме ха низ ме сдво ен но го па рал -
ле ло грам ма (рис. 1.7) не об хо ди мо стро гое со блю де ние ге о -
ме т ри че с ких со от но ше ний: ОА = ВС, АВ = ОС; ес ли OF =
= CG, то FG = ОС. Кро ме то го, тре бу ет ся вы со кая точ ность
из го тов ле ния ме ха низ ма. Вве де ние до пол ни тель но го зве на FG
не вно сит но вых геоме т ри че с ких свя зей. И хо тя при фор -
маль ном под сче те сте пе ни по движ но с ти по фор му ле (1.3) по-
лу ча ем W = 0, фак ти че с кая сте пень по движ но с ти ме ха низ ма
ос та ет ся рав ной еди ни це. Зве но FG, вве ден ное в ме ха низм
для уве ли че ния его же ст ко с ти, во вре мя ра бо ты обес пе чи ва -
ет со хра не ние кон ту ру ОАВС фор мы па рал ле ло грам ма.

1.1.6. Прин ци пы по ст ро е ния 
и струк тур ная клас си фи ка ция ме ха низ мов

Ме тод клас си фи ка ции пло с ких ме ха низ мов и прин ци пы
их по ст ро е ния бы ли раз ра бо та ны в на ча ле XX в. рус ским
уче ным Л. В. Ас су ром. Пред ло жен ный им ме тод поз во ля ет
про во дить клас си фи ка цию пло с ких ме ха низ мов, удов ле тво-
ря ю щих фор му ле Че бы ше ва (1.3). Ака де мик И. И. Ар то бо лев-
ский рас про ст ра нил клас си фи ка цию Л. В. Ас су ра на про ст ран-
ст вен ные ме ха низ мы. Прак ти че с кое зна че ние клас си фи кации
за клю ча лось в том, что она да ва ла воз мож ность ус та нав ли -
вать со от вет ст вие сте пе ни слож но с ти ме ха низ ма (его клас -
са) ме то дам его ис сле до ва ния и по ст ро е ния.

По ст ро е ние ме ха низ ма по Ас су ру со сто ит в по сле до ва -
тель ном при со е ди не нии к ве ду щим зве нь ям и стой ке осо бых
ки не ма ти че с ких це пей, на зы ва е мых струк тур ны ми груп па -
ми или груп па ми Ас су ра, без из ме не ния сте пе ни по движ но -
с ти ме ха низ ма в це лом. Груп па Ас су ра — ки не ма ти че с кая
цепь с ну ле вой сте пе нью по движ но с ти от но си тель но тех
зве нь ев, к ко то рым она при со е ди ня ет ся сво и ми кон це вы ми
эле мен та ми и ко то рая не рас па да ет ся на бо лее про стые ки -
не ма ти че с кие це пи с ну ле вой сте пе нью по движ но с ти.
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Рас смо т рим прин цип по ст ро е -
ния ме ха низ мов ме то дом на сло е ния
групп Ас су ра на при ме ре пло с ко го
ме ха низ ма с од ной сте пе нью сво -
бо ды, у ко то ро го по ло же ние всех
зве нь ев оп ре де ля ет ся за да ни ем
од ной обоб щен ной ко ор ди на ты

(ϕ или s). По ст ро е ние ме ха низ ма на чи на ет ся с объ е ди не ния
ве ду ще го зве на и стой ки. Со глас но клас си фи ка ции Ас су ра —
Ар то бо лев ско го по лу чен ный та ким об ра зом ме ха низм на -
зы ва ет ся на чаль ным ме ха низ мом 1�го клас са (рис. 1.8, а, б).
На чаль ный ме ха низм име ет од ну сте пень по движ но с ти. Бо -
лее слож ные ме ха низ мы об ра зу ют ся при со е ди не ни ем (на сло-
е ни ем) к на чаль но му ме ха низ му групп Ас су ра. Груп пы Ас су-
ра име ют лишь ки не ма ти че с кие па ры 5�го клас са, по это му,
ис поль зуя фор му лу (1.3), при W = 0 на хо дим 3n – 2P5 = 0.
От сю да P5 = 3/2n.

Та ким об ра зом, чис ло зве нь ев в груп пе n долж но быть
чет ным, а ко ли че ст во ки не ма ти че с ких пар P5 — чис лом,
крат ным трем. Воз мож ные со че та ния ко ли че ст ва зве нь ев
и ки не ма ти че с ких пар (n = 2, 4, 6, …; P5 = 3, 6, 9, …) да ют воз -
мож ность по лу чать раз лич ные по слож но с ти стро е ния
струк тур ные груп пы. Про стей шая из них име ет n = 2; P5 = 3
и на зы ва ет ся двух по вод ко вой груп пой (по чис лу зве нь ев —
по вод ков) (рис. 1.9). Ес ли один край ний эле мент та кой груп -
пы (эле мент B на рис. 1.9, а) при со е ди нить к ве ду ще му зве -
ну 1, а дру гой, край ний эле мент D — к стой ке 2, то об ра зу ет ся
ме ха низм, на зы ва е мый пло с ким шар нир ным че ты рех звен -
ни ком (см. рис. 1.1).
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бо ды, у ко то ро го по ло же ние всех
зве нь ев оп ре де ля ет ся за да ни ем
од ной обоб щен ной ко ор ди на ты

(ϕ или s). По ст ро е ние ме ха низ ма на чи на ет ся с объ е ди не ния
ве ду ще го зве на и стой ки. Со глас но клас си фи ка ции Ас су ра —
Ар то бо лев ско го по лу чен ный та ким об ра зом ме ха низм на -
зы ва ет ся на чаль ным ме ха низ мом 1�го клас са (рис. 1.8, а, б).
На чаль ный ме ха низм име ет од ну сте пень по движ но с ти. Бо -
лее слож ные ме ха низ мы об ра зу ют ся при со е ди не ни ем (на сло-
е ни ем) к на чаль но му ме ха низ му групп Ас су ра. Груп пы Ас су-
ра име ют лишь ки не ма ти че с кие па ры 5�го клас са, по это му,
ис поль зуя фор му лу (1.3), при W = 0 на хо дим 3n – 2P5 = 0.
От сю да P5 = 3/2n.

Та ким об ра зом, чис ло зве нь ев в груп пе n долж но быть
чет ным, а ко ли че ст во ки не ма ти че с ких пар P5 — чис лом,
крат ным трем. Воз мож ные со че та ния ко ли че ст ва зве нь ев
и ки не ма ти че с ких пар (n = 2, 4, 6, …; P5 = 3, 6, 9, …) да ют воз -
мож ность по лу чать раз лич ные по слож но с ти стро е ния
струк тур ные груп пы. Про стей шая из них име ет n = 2; P5 = 3
и на зы ва ет ся двух по вод ко вой груп пой (по чис лу зве нь ев —
по вод ков) (рис. 1.9). Ес ли один край ний эле мент та кой груп -
пы (эле мент B на рис. 1.9, а) при со е ди нить к ве ду ще му зве -
ну 1, а дру гой, край ний эле мент D — к стой ке 2, то об ра зу ет ся
ме ха низм, на зы ва е мый пло с ким шар нир ным че ты рех звен -
ни ком (см. рис. 1.1).

Глава 1. Основы анализа механизмов20

Рис. 1.8

O

а б
O

s
1 1

ϕ

Рис. 1.9

C C
C

1

2

B D DB B
D

1 21 2

а

B

B
C

D
D

C

1 2
2

1

г д

б в

Груп пы Ас су ра име ют вну т рен ние и внеш ние ки не ма ти -
че с кие па ры. Вну т рен ние па ры со еди ня ют меж ду со бой зве -
нья груп пы, а внеш ни ми па ра ми груп па при со е ди ня ет ся
к ос таль ной ки не ма ти че с кой це пи. Чис ло внеш них ки не ма -
ти че с ких пар оп ре де ля ет по ря док груп пы Ас су ра. На при -
мер, упо ми нав ша я ся вы ше двух по вод ко вая груп па на зы ва -
ет ся груп пой Ас су ра вто ро го по ряд ка.

Струк тур ные груп пы, у ко то рых n = 2; P5 = 3, в за ви си мо -
с ти от ко ли че ст ва вра ща тель ных и по сту па тель ных ки не ма -
ти че с ких пар и по сле до ва тель но с ти их рас по ло же ния мо гут
быть пя ти раз лич ных ви дов (рис. 1.9, а — д). Че ты рех звен -
ные струк тур ные груп пы, име ю щие n = 4; P5 = 6, мо гут быть
трех по вод ко вы ми тре ть е го по ряд ка (рис. 1.10, а) и че ты рех -
звен ны ми вто ро го по ряд ка с по движ ным че ты рех сто рон ним
кон ту ром (рис. 1.10, б). От ли чи тель ная осо бен ность трех -
по вод ко вой груп пы — на ли чие вну т рен не го ба зис но го зве -
на, вхо дя ще го в три ки не ма ти че с кие па ры. Раз лич ные ви ды
двух по след них групп Ас су ра мож но так же по лу чить пу тем
за ме ны вра ща тель ных ки не ма ти че с ких пар по сту па тель ны -
ми. Струк тур ные груп пы с чис лом зве нь ев бо лее че ты рех
встре ча ют ся в ме ха низ мах край не ред ко.

И. И. Ар то бо лев ский рас ши рил и мо ди фи ци ро вал клас -
си фи ка цию Л. В. Ас су ра. По клас си фи ка ции И. И. Ар то бо -
лев ско го двух по вод ко вая струк тур ная груп па ус лов но от но-
сит ся к груп пам 2�го клас са и име ет вто рой по ря док. Класс
груп пы вы ше вто ро го оп ре де ля ет ся чис лом ки не ма ти че с ких
пар, вхо дя щих в за мк ну тый кон тур, ко то рый об ра зо ван вну т -
рен ни ми ки не ма ти че с ки ми па ра ми. По это му трех по вод ко вая
груп па, име ю щая три вну т рен ние ки не ма ти че с кие па ры и ба-
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зис ное зве но (см. рис. 1.10, а), от но сит ся к 3�му клас су и име-
ет тре тий по ря док (по чис лу внеш них ки не ма ти че с ких пар).
Че ты рех звен ная груп па, име ю щая че ты ре вну т рен ние ки не -
ма ти че с кие па ры (см. рис. 1.10, б), от но сит ся к 4�му клас су
и име ет вто рой по ря док.

Струк тур ный ана лиз ме ха низ мов (ис сле до ва ние струк -
ту ры ме ха низ мов) пред по ла га ет:

• оп ре де ле ние ко ли че ст ва зве нь ев ме ха низ ма, чис ла
и клас са его ки не ма ти че с ких пар;

• оп ре де ле ние сте пе ни по движ но с ти ме ха низ ма;
• раз де ле ние ме ха низ ма на на чаль ные ме ха низ мы и струк-

тур ные груп пы;
• оп ре де ле ние клас са и по ряд ка струк тур ных групп.
Ре зуль та том струк тур но го ана ли за яв ля ет ся оп ре де ле ние

клас са все го ме ха низ ма, ко то рый со от вет ст ву ет на и выс ше му
клас су груп пы Ас су ра, вхо дя щей в со став ме ха низ ма. Оп ре де-
ле ние клас са ме ха низ ма, со глас но клас си фи ка ции Ас су ра —
Ар то бо лев ско го, воз мож но, ес ли в ре зуль та те пред ва ри тель -
но го струк тур но го ана ли за ус та нов ле но вы пол не ние сле ду-
ю щих ус ло вий:

• сте пень по движ но с ти ме ха низ ма со от вет ст ву ет ко ли -
че ст ву ве ду щих зве нь ев;

• ве ду щие зве нья вхо дят в ки не ма ти че с кие па ры со стой -
кой;

• в ме ха низ ме име ют ся толь ко ки не ма ти че с кие па ры
5�го клас са.

При на ли чии в пло с ком ме ха низ ме ки не ма ти че с ких пар
4�го клас са струк тур ный ана лиз про во дит ся на за ме ня ю -
щем ме ха низ ме [1].

Ре ко мен ду ет ся сле ду ю щая по сле до ва тель ность от де ле ния
струк тур ных групп из ки не ма ти че с кой це пи ме ха низ ма. От -
де ле ние групп на чи на ет ся со зве нь ев, на и бо лее уда лен ных
от ве ду ще го зве на. В пер вую оче редь от де ля ют ся груп пы
Ас су ра на и бо лее низ ко го клас са. Сле ду ет иметь в ви ду, что
по сле от де ле ния каж дой груп пы сте пень по движ но с ти ме -
ха низ ма долж на ос та вать ся не из мен ной, а каж дое зве но и ки-
не ма ти че с кая па ра мо гут вхо дить толь ко в од ну струк тур ную
груп пу. Раз де ле ние ки не ма ти че с кой це пи ме ха низ ма на
груп пы Ас су ра ве дет ся до тех пор, по ка не ос та нут ся толь ко
на чаль ные ме ха низ мы (ве ду щие зве нья и стой ка).

По яс ним струк тур ный ана лиз и клас си фи ка цию ме ха низ-
мов по Ас су ру — Ар то бо лев ско му на при ме ре ме ха низ ма, по -
ка зан но го на рис. 1.11. Ме ха низм име ет пять по движ ных
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зве нь ев (n = 5) и семь ки не ма ти че -
ских пар 5�го клас са (P5 = 7). По фор-
му ле (1.3) оп ре де ля ем сте пень по -
движ но с ти ме ха низ ма

W = 3n – 2P2 = 3 · 5 – 2 · 7 = 1.

Ве ду щее зве но 1 со стой кой 6 об ра-
зу ют ме ха низм 1�го клас са. Ве до мую
ки не ма ти че с кую цепь мож но раз де -
лить на две груп пы Ас су ра 2�го клас-
са (вы де ле ны на рис. 1.11 кон тур ны-
ми ли ни я ми), на чи ная с груп пы, ко -
то рая со сто ит из зве нь ев 4, 5.

Так как ме ха низм име ет в сво ем со ста ве толь ко груп пы
Ас су ра 2�го клас са, то его сле ду ет от не с ти к ме ха низ мам
2�го клас са.

Прин ци пы по ст ро е ния ме ха низ мов по Ас су ру — Ар то бо -
лев ско му удоб но ис поль зо вать как при струк тур ном ана ли зе,
так и при струк тур ном син те зе ме ха низ мов. Уже на эта пе про-
ек ти ро ва ния ма шин их за кла ды ва е мая ра бо то спо соб ность
и на деж ность во мно гом за ви сят от то го, на сколь ко пра виль-
но и ра ци о наль но вы бра ны схе ма по ст ро е ния ме ха низ ма и его
струк ту ра.

Кон троль ные во про сы
1. Ка кие ус т рой ст ва на зы ва ют ма ши ной? Что пред став ля ет со -

бой ме ха низм? Ка ко ва вза и мо связь меж ду ни ми?
2. Ка кие со став ные ча с ти мож но вы де лить в струк ту ре ме ха -

низ ма?
3. На чем ос но ва на клас си фи ка ция ки не ма ти че с ких пар, вве -

ден ная ака де ми ком И. И. Ар то бо лев ским?
4. В чем за клю ча ет ся раз ли чие меж ду низ ши ми и выс ши ми ки -

не ма ти че с ки ми па ра ми?
5. Что пред став ля ет со бой ки не ма ти че с кая цепь?
6. Как вы чис лить сте пень по движ но с ти ки не ма ти че с кой це пи

об ще го ви да?
7. В чем со сто ит осо бен ность оп ре де ле ния сте пе ни по движ но -

с ти пло с кой ки не ма ти че с кой це пи?
8. На чем ос но ва на струк тур ная клас си фи ка ция ме ха низ мов

по Ас су ру — Ар то бо лев ско му?
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1.2. Ки не ма ти че с кий ана лиз ме ха низ мов
1.2.1. За да чи и ме то ды ки не ма ти че с ко го ана ли за

Ки не ма ти че с кий ана лиз со сто ит в оп ре де ле нии па ра ме т -
ров дви же ния зве нь ев ме ха низ ма по за дан но му дви же нию
ве ду щих зве нь ев без уче та дей ст ву ю щих сил.

Ос нов ны ми за да ча ми ки не ма ти че с ко го ана ли за яв ля ют ся:
• оп ре де ле ние по ло же ний зве нь ев ме ха низ ма и по ст ро е -

ние тра ек то рий от дель ных то чек;
• оп ре де ле ние ско ро стей то чек и уг ло вых ско ро стей зве -

нь ев;
• оп ре де ле ние ус ко ре ний то чек и уг ло вых ус ко ре ний

зве нь ев.
При ре ше нии за дач ки не ма ти че с ко го ана ли за долж ны быть

за да ны:
• ки не ма ти че с кая схе ма ме ха низ ма, а сле до ва тель но,

струк ту ра ме ха низ ма и раз ме ры его зве нь ев;
• за кон дви же ния ве ду ще го зве на в ви де за ви си мо с ти пе -

ре ме ще ния зве на (ли ней но го или уг ло во го) или точ ки на нем
от вре ме ни или дру гих па ра ме т ров дви же ния.

В свя зи с этим ки не ма ти че с ко му ана ли зу долж но пред -
ше ст во вать ис сле до ва ние струк ту ры ме ха низ ма, при ко то ром
оп ре де ля ет ся, сколь ко, ка ко го клас са и в ка кой по сле до ва -
тель но с ти со еди не ны струк тур ные груп пы, об ра зу ю щие ве -
до мую ки не ма ти че с кую цепь ме ха низ ма. За да чи ки не ма ти -
че с ко го ана ли за мо гут быть ре ше ны гра фи че с ки ми или
ана ли ти че с ки ми ме то да ми. Вы бор ме то да оп ре де ля ет ся на -
зна че ни ем рас че та и тре бу е мой точ но с тью ре ше ния.

Гра фи че с кие ме то ды ос но ва ны на ге о ме т ри че с ком по ст ро-
е нии тра ек то рий дви же ния от дель ных то чек зве нь ев ме ха -
низ ма, их ско ро стей и ус ко ре ний. По лу ча е мые ре зуль та ты
да ют на гляд ную кар ти ну дви же ния зве нь ев ме ха низ ма и его
то чек. Од на ко для этих ме то дов ха рак тер ны тру до ем кие по -
ст ро е ния и ма лая точ ность. Гра фи че с ки ми ме то да ми нель зя
по лу чить об щее ре ше ние, так как не об хо ди мые по ст ро е ния вы-
пол ня ют ся для каж до го кон крет но го по ло же ния ме ха низ ма.

Ана ли ти че с кие ме то ды от ли ча ют ся боль шим раз но об ра -
зи ем ма те ма ти че с ких под хо дов. Они ос но ва ны на ис поль зо ва-
нии ме то дов ана ли ти че с кой ге о ме т рии, тен зор но�ма т рич ных
опе ра ций, век тор но го ана ли за и др. Ана ли ти че с кие ме то ды
обес пе чи ва ют вы со кую точ ность вы чис ле ния ис ко мых па -
ра ме т ров для каж до го мо мен та вре ме ни ра бо ты ме ха низ ма.
Од на ко в ря де слу ча ев из�за слож но с ти ма те ма ти че с ких пре-
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1.2. Ки не ма ти че с кий ана лиз ме ха низ мов
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об ра зо ва ний ут ра чи ва ет ся на гляд ность кар ти ны из ме не ния
ис сле ду е мых па ра ме т ров. В на сто я щее вре мя пре иму ще ст -
вен но при ме ня ют ана ли ти че с кие ме то ды. Тем не ме нее для
пред ва ри тель ной оцен ки ки не ма ти че с ких па ра ме т ров ме ха -
низ ма и кон тро ля ана ли ти че с ких вы чис ле ний ис поль зу ют -
ся про стей шие ге о ме т ри че с кие по ст ро е ния — пла ны по ло -
же ний, ско ро стей и ус ко ре ний.

1.2.2. Ки не ма ти че с кий ана лиз ме ха низ мов 
гра фи че с ким ме то дом

Ре ше ние за дач о по ло же ни ях, ско ро стях и ус ко ре ни ях
гра фи че с ким ме то дом по яс ним на при ме ре ки не ма ти че с ко го
ана ли за ме ха низ ма пло с ко го шар нир но го че ты рех звен ни ка
(рис. 1.12, а). Ме ха низм име ет од ну сте пень по движ но с ти
и со сто ит из ве ду ще го зве на 1 (кри во ши па) и стой ки O, к ко -
то рым при со е ди не на од на груп па Ас су ра 2�го клас са, со -
став лен ная из зве нь ев 2 (ша ту на) и 3 (ко ро мыс ла). За обоб -
щен ную ко ор ди на ту вы бе рем угол по во ро та кри во ши па ϕ1.

За да ча о по ло же ни ях (см. рис. 1.12, а). Ре шить за да чу
о по ло же ни ях, т.е. по ст ро ить план по ло же ний, — зна чит гра-
фи че с ки изо б ра зить ки не ма ти че с кую схе му ме ха низ ма для
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за дан но го зна че ния ко ор ди на ты ϕ1. Для по ст ро е ния схе мы
ме ха низ ма вы бе рем мас штаб ный ко эф фи ци ент (м/мм):

μ1 = ,

где lAB — дли на зве на 1, м; AB — от ре зок, изо б ра жа ю щий
зве но 1 на чер те же, мм.

Дли ны от рез ков на чер те же, изо б ра жа ю щих зве нья ме ха -
низ ма, пред ста вим в ви де

BC = ;   CD = ;   AD = ;   BE = ;   EC = .

Вы чис лив дли ны от рез ков, про стым ге о ме т ри че с ким по -
ст ро е ни ем по лу чим план по ло же ния ме ха низ ма для дан но -
го зна че ния уг ла ϕ1 (см. рис. 1.12, а).

За да ча о ско ро стях (рис. 1.12, б). Дан ную за да чу ре ша -
ют ме то дом по ст ро е ния пла на ско ро стей. Пла ном ско ро -
стей (ус ко ре ний) на зы ва ет ся фи гу ра, со став лен ная из век -
то ров аб со лют ных ско ро стей (ус ко ре ний) то чек зве нь ев,
вы хо дя щих из од ной точ ки р (π для пла на ус ко ре ний), на зы -
ва е мой по лю сом пла на ско ро стей (ус ко ре ний), и век то ров
от но си тель ных ско ро стей (ус ко ре ний), со еди ня ю щих кон цы
век то ров аб со лют ных ско ро стей (ус ко ре ний).

Сна ча ла для за дан но го по ло же ния ме ха низ ма (за да но
зна че ние уг ла ϕ1) с из ве ст ны ми раз ме ра ми его зве нь ев стро -
ит ся план по ло же ний. При за дан ной уг ло вой ско ро сти ве -
ду ще го зве на ω1 тре бу ет ся оп ре де лить уг ло вые ско ро сти ω2,
ω3 зве нь ев 2, 3, а так же ско ро сти ха рак тер ных то чек B, C и E
зве нь ев ме ха низ ма (см. рис. 1.12, а).

Ско рость точ ки B ве ду ще го зве на vB (м/с) и мас штаб ный
ко эф фи ци ент μv (мс–1/мм) оп ре де ля ют ся вы ра же ни я ми

vB = ω1lAB;   μv = .

Здесь (pb) — дли на от рез ка, изо б ра жа ю ще го ско рость vB
на пла не ско ро стей (вы би ра ет ся про из воль но).

Для по ст ро е ния пла на ско ро стей со став ля ют ся два век -
тор ных урав не ния ско ро стей на каж дую груп пу Ас су ра 2�го
клас са, на чи ная с пер вой груп пы, при со е ди нен ной к ве ду -
ще му зве ну. Ско ро сти то чек, при над ле жа щих внеш ним ки -
не ма ти че с ким па рам груп пы, из ве ст ны: vB = ω1lAB, vD = 0.
Ис ко мой яв ля ет ся ско рость точ ки C, при над ле жа щей вну т -
рен ней ки не ма ти че с кой па ре груп пы, а сле до ва тель но, зве -
нь ям 2 и 3 од но вре мен но.

vB––––
(pb)

lEC——μ1

lBE——μ1

lAD——μ1

lCD——μ1

lBC——μ1

lAB——
AB
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Пер вое урав не ние ско ро стей за пи шем, рас смо т рев дви же -
ние зве на 2. Ша тун 2 со вер ша ет пло ско па рал лель ное дви -
же ние, по это му аб со лют ную ско рость точ ки C мож но пред -
ста вить сум мой ско ро стей пе ре нос но го и от но си тель но го
дви же ний. Пе ре нос ным дви же ни ем яв ля ет ся по сту па тель -
ное дви же ние зве на 2 со ско ро стью точ ки B, а от но си тель -
ным — вра ща тель ное дви же ние это го зве на во круг точ ки B.
Ис поль зуя те о ре му сло же ния ско ро стей, име ем

�vC = �vB + �vCB, (1.5)

где �vCB — век тор ско ро сти точ ки C во вра ща тель ном дви же -
нии зве на 2 от но си тель но точ ки B.

По ана ло гии со ста вим вто рое век тор ное урав не ние ско -
ро стей для дви же ния зве на 3:

�vC = �vD + �vCD, (1.6)

где �vCD — век тор ско ро сти точ ки C во вра ща тель ном дви же -
нии зве на 3 от но си тель но не по движ ной точ ки D.

При рав няв пра вые ча с ти ра венств (1.5) и (1.6), по лу чим
урав не ние, ко то рое не по сред ст вен но ис поль зу ет ся при по -
ст ро е нии пла на ско ро стей:

�vB + �vCB = �vD + �vCD. (1.7)

Для пло с кой за да чи век тор ное урав не ние рав но силь но
двум ска ляр ным урав не ни ям, из ко то рых мож но оп ре де лить
две не из ве ст ные ве ли чи ны �vCB и �vCD. Их на хо дят по ст ро е ни -
ем век тор ных тре у голь ни ков ско ро стей — пла на ско ро стей.

По ст ро е ние пла на ско ро стей на чи на ем с вы бо ра по лю -
са: на пло с ко сти чер те жа от ме ча ем про из воль ную точ ку р
(см. рис. 1.12, б). Из по лю са р от кла ды ва ем от ре зок (рb) про-
из воль ной дли ны, на прав лен ный пер пен ди ку ляр но зве ну AB
в сто ро ну, со от вет ст ву ю щую на прав ле нию вра ще ния зве на
AB. За тем из точ ки b про во дим ли нию дей ст вия век то ра �vCB,
пер пен ди ку ляр ную зве ну CB, и вы пол ня ем по ст ро е ние век -
тор но го тре у голь ни ка, со от вет ст ву ю ще го пра вой ча с ти
урав не ния (1.7). Так как �vD = 0, ко нец век то ра �vD (точ ка d на
пла не ско ро стей) сов па да ет с по лю сом р. Из точ ки d про во -
дим ли нию дей ст вия век то ра �vCD, на прав лен ную пер пен ди ку-
ляр но зве ну CD. Пе ре се че ние по ст ро ен ных ли ний (точ ка c)
оп ре де ля ет по ло же ние кон ца век то ра ско ро сти �vC. Век тор
ско ро сти �vCB изо б ра жа ет ся на пла не ско ро стей от рез ком (cb).

При оп ре де ле нии на прав ле ний век то ров на пла не ско ро -
стей ру ко вод ст ву ем ся сле ду ю щи ми пра ви ла ми. Век тор аб -
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со лют ной ско ро сти все гда на прав лен из по лю са; век тор от -
но си тель ной ско ро сти — к точ ке пла на, со от вет ст ву ю щей
пер вой бук ве ин дек са в обо зна че нии этой ско ро сти. Та ким
об ра зом, стрел ку век то ра �vCB на пла не ско ро стей на прав ля -
ем из точ ки b в точ ку c. Век тор �vCD = �vC , изо б ра жа е мый от -
рез ком (cd) = (cp), так же на прав лен в точ ку c пла на.

Учи ты вая, что точ ка A зве на AB не по движ на, со от вет ст -
ву ю щую точ ку a на пла не сов ме ща ем с по лю сом p. На этом
за кан чи ва ет ся по ст ро е ние пла на ско ро стей ме ха низ ма. Зна -
че ния ис ко мых ско ро стей �vCB и �vCD на хо дят ся пу тем за ме ра
длин от рез ков (cb) и (cd):

vCB = μv(cb);   vCD = vC = μv(cd).

При оп ре де ле нии уг ло вых ско ро стей зве нь ев ме ха низ ма
ис поль зу ем по лу чен ные вы ше ре зуль та ты. Мо дуль уг ло вой ско-
ро сти вра ще ния ша ту на (зве на 2) под счи ты ва ем по фор му ле

ω2 = .

Для оп ре де ле ния на прав ле ния вра ще ния ша ту на со ско -
ро стью ω2 пе ре не сем век тор �vCB па рал лель но са мо му се бе из
пла на ско ро стей в точ ку C ме ха низ ма. На прав ле ние век то ра
�vCB по ка зы ва ет, что вра ще ние ша ту на бу дет на прав ле но
про тив хо да ча со вой стрел ки.

Ана ло гич ные опе ра ции про во дим при оп ре де ле нии уг -
ло вой ско ро сти вра ще ния зве на 3:

ω3 = .

Па рал лель ный пе ре нос век то ра �vCD в точ ку C ме ха низ ма
поз во ля ет ус та но вить, что вра ще ние зве на 3 с уг ло вой ско -
ро стью ω3 на прав ле но, как и вра ще ние ша ту на 2, про тив хо -
да ча со вой стрел ки. На схе ме ме ха низ ма, изо б ра жен ной на
рис. 1.12, а, на прав ле ния вра ще ния зве нь ев ука за ны кру го -
вы ми стрел ка ми.

По сле по ст ро е ния пла на ско ро стей и оп ре де ле ния уг ло -
вых ско ро стей зве нь ев ме ха низ ма по яв ля ет ся воз мож ность
оп ре де ле ния ско ро сти лю бой точ ки ме ха низ ма. До пу с тим,
тре бу ет ся най ти ско рость точ ки E ша ту на 2 (см. рис. 1.12, а).
Со став ля ем два век тор ных урав не ния, ана ло гич ных урав -
не ни ям (1.5) и (1.6):

�vE = �vB + �vEB; (1.8)
�vE = �vC + �vEC. (1.9)
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На прав ле ние век то ров �vEB и �vEC:
�vEB � BE;   �vEC � CE.

Объ е ди ним урав не ния (1.8) и (1.9) в од но ра вен ст во:
�vB + �vEB = �vC + �vEC.

Те перь мож но оп ре де лить аб со лют ную ско рость �vE, до ст -
ро ив план ско ро стей. Из точ ки b пла на про во дим ли нию,
пер пен ди ку ляр ную BE, а из точ ки c — ли нию, пер пен ди ку -
ляр ную CE. Точ ка e пе ре се че ния этих ли ний оп ре де ля ет по -
ло же ние кон ца век то ра �vE. Со еди нив точ ку e с по лю сом p,
по лу чим от ре зок (pe), с по мо щью ко то ро го вы чис ля ем зна -
че ние ско ро сти:

vE = μv(pe).

Об ра тим вни ма ние на сле ду ю щее свой ст во пла на ско ро -
стей. Сто ро ны Δbec пла на ско ро стей и ΔBEC пла на по ло же -
ний ме ха низ ма вза им но пер пен ди ку ляр ны, а сле до ва тель но,
эти тре у голь ни ки по доб ны. Вер ши ны тре у голь ни ков сход ст -
вен но рас по ло же ны, т.е. об ход кон ту ров (bec) и (BEC) про ис-
хо дит в од ном на прав ле нии, в дан ном слу чае по хо ду ча со вой
стрел ки. Это свой ст во спра вед ли во как для пла на ско ро стей,
так и для пла на ус ко ре ний лю бых то чек од но го и то го же зве -
на ме ха низ ма. Оно фор му ли ру ет ся в ви де те о ре мы по до бия:
от рез ки пря мых, со еди ня ю щих кон цы век то ров аб со лют ных
ско ро стей (или ус ко ре ний) то чек од но го и то го же зве на на
пла не ско ро стей (или ус ко ре ний), и от рез ки пря мых, со еди -
ня ю щих со от вет ст ву ю щие точ ки са мо го зве на на пла не по -
ло же ний ме ха низ ма, об ра зу ют по доб ные и сход ст вен но рас -
по ло жен ные фи гу ры [12].

С по мо щью этой те о ре мы мож но най ти ско рость (или
ус ко ре ние) лю бой точ ки зве на пу тем по ст ро е ния по доб ных
и сход ст вен но рас по ло жен ных фи гур по из ве ст ным ско ро -
стям двух то чек это го зве на.

За да ча об ус ко ре ни ях (рис. 1.12, в). Для оп ре де ле ния ус-
ко ре ний то чек зве нь ев ме ха низ ма по ст ро им план ус ко ре ний.
По ст ро е ния про ве дем на при ме ре то го же шар нир но го че ты -
рех звен ни ка при за дан ном зна че нии обоб щен ной ко ор ди на -
ты ϕ1. Счи та ют ся из ве ст ны ми уг ло вая ско рость ω1 и уг ло -
вое ус ко ре ние ε1 ве ду ще го зве на.

Как из ве ст но, ус ко ре ние лю бой точ ки зве на, со вер ша ю ще-
го вра ща тель ное дви же ние во круг не по движ ной оси, мож но
пред ста вить сум мой

�a = �aτ + �an,

291.2. Ки не ма ти че с кий ана лиз ме ха низ мов



где �a τ и �a n — со от вет ст вен но ка са тель ная (тан ген ци аль ная)
и нор маль ная со став ля ю щие ус ко ре ния �a .

Ве ду щее зве но (кри во шип) че ты рех звен ни ка вра ща ет ся
во круг точ ки A. По это му ус ко ре ние точ ки B

�aB = �aτ
B + �an

B , (1.10)

где �a τ
B = ε1lAB; �a n

B = ω1
2lAB.

Нор маль ная со став ля ю щая �a n
B ус ко ре ния точ ки B на -

прав ле на к цен т ру вра ще ния (к точ ке A) па рал лель но AB.
Ка са тель ная со став ля ю щая �a τ

B на прав ле на пер пен ди ку ляр -
но AB в сто ро ну, сов па да ю щую с на прав ле ни ем ус ко ре ния ε1.

На пла не ус ко ре ний ко нец век то ра нор маль ной со став -
ля ю щей ус ко ре ния точ ки обо зна чим бук вой n с со от вет ст -
ву ю щим точ ке ин дек сом: nB — ко нец век то ра �a n

B на пла не ус -
ко ре ний; nCB — ко нец век то ра �a n

CB.
За да дим ся от рез ком (πnB), изо б ра жа ю щим нор маль ную

со став ля ю щую ус ко ре ния точ ки B, и оп ре де лим мас штаб -
ный ко эф фи ци ент пла на ус ко ре ний (в м·с–2/мм):

μa = .

По ана ло гии с за да чей о ско ро стях со ста вим два век тор -
ных урав не ния для ус ко ре ния точ ки C, при над ле жа щей зве -
нь ям 2 и 3:

�aC = �aτ
B + �an

B + �aτ
CB + �an

CB;
�aC = �aD + �aτ

CD + �an
CD.

От сю да
�aτ

B + �an
B + �aτ

CB + �an
CB = aD + �aτ

CD + �an
CD. (1.11)

В уравнении (1.11) �aD = 0, а ус ко ре ния �a τ
B и �a n

B уже оп ре -
де ле ны по ве ли чи не и на прав ле нию. Зна че ния a n

CB и a n
CD вы -

чис ля ем по фор му лам a n
CB = ω2

2lCB, a n
CD = ω2

2lCD; от рез ки, ко -
то рые изо б ра жа ют эти ус ко ре ния на пла не ус ко ре ний (см.
рис. 1.12, в), — по фор му лам (bnCB) = a n

CB/μa, (πnCD) = a n
CD/μa.

По ст ро е ние пла на ус ко ре ний про во дим не по сред ст вен -
но по урав не нию (1.11). От про из воль ной точ ки π от кла ды -
ва ем от ре зок (πnB) па рал лель но AB в на прав ле нии от B к A.
Из точ ки nB про во дим от ре зок (nBb), изо б ра жа ю щий ус ко -
ре ние �a τ

B. Со еди нив точ ку b с по лю сом π, по лу чим от ре зок
(πb), изо б ра жа ю щий ус ко ре ние �aB. Стрел ки, ука зы ва ю щие

an
B———

(πnB)
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на прав ле ние по лу чен ных век то ров, рас став ля ют ся со глас но
пра ви лу век тор но го сум ми ро ва ния.

Для за вер ше ния по ст ро е ния ле вой ча с ти урав не ния
(1.11) из точ ки b от кла ды ва ем от ре зок (bnCB) па рал лель но
ша ту ну 2 в на прав ле нии от точ ки C к точ ке B, а из точ ки nCB
пер пен ди ку ляр но ша ту ну про во дим ли нию дей ст вия век то -
ра �a τ

CB.
При по ст ро е нии ус ко ре ний, рас по ло жен ных в пра вой ча -

с ти (1.11), уч тем, что �a τ
D = 0, и сов ме с тим точ ку d пла на ус -

ко ре ний с по лю сом π. Из точ ки d по ст ро им па рал лель но CD
от ре зок (πnCD), на прав лен ный от точ ки C к точ ке D и изо б -
ра жа ю щий век тор �a n

CD . Из точ ки nCD пер пен ди ку ляр но CD
про ве дем ли нию дей ст вия век то ра �a τ

CD. Пе ре се че ние ли ний
дей ст вия ус ко ре ний �a τ

CD и �a τ
CB оп ре де лит точ ку c — ко нец век-

то ра ис ко мо го ус ко ре ния �aC. Со еди няя точ ку c и по люс π,
за ме рим дли ну от рез ка (πc). За кон чив по ст ро е ние пла на ус -
ко ре ний, на хо дим не из ве ст ные ус ко ре ния aC = μa(πc), a τ

CB =
= μa(nCBc), a τ

CD = μa(nCDc); а за тем — уг ло вые ус ко ре ния зве -
нь ев ε2 = a τ

CB /lCB , ε3 = a τ
CD/lCD.

На прав ле ния ус ко ре ний ε2 и ε3, ус лов но по ка зан ные на
рис. 1.12, а кру го вы ми стрел ка ми, оп ре де ля ют век то ры �a τ

CB
и �a τ

CD , пе ре не сен ные с пла на ус ко ре ний в точ ку C ме ха низ ма.
Для на хож де ния ус ко ре ния aE точ ки E ша ту на ис поль зу ем

свой ст во по до бия пла на ус ко ре ний. На от рез ке (bc) пла на
ус ко ре ний стро им Δbce, по доб ный ΔBCE пла на по ло же ний
и сход ст вен но с ним рас по ло жен ный. По лу чен ную точ ку e
со еди ним с по лю сом π. Тог да aE = μa(πe).

Ана ло гич ны ми по ст ро е ни я ми оп ре де ля ет ся ус ко ре ние лю-
бой дру гой точ ки ме ха низ ма.

1.2.3. Ки не ма ти че с кий ана лиз ме ха низ мов 
ана ли ти че с ки ми ме то да ми

Ос нов ные по ня тия и оп ре де ле ния
Функ ци ей по ло же ния ка ко го�ли бо зве на ме ха низ ма

на зы ва ет ся за ви си мость ко ор ди на ты, оп ре де ля ю щей по ло -
же ние это го зве на, от обоб щен ной ко ор ди на ты ме ха низ ма.
У ме ха низ ма шар нир но го че ты рех звен ни ка (рис. 1.13) с од -
ной обоб щен ной ко ор ди на той q = ϕ1 функ ции по ло же ния
ша ту на BC и ко ро мыс ла CD име ют вид за ви си мо с тей уг ло -
вых ко ор ди нат этих зве нь ев ϕ2 и ϕ3 от ко ор ди на ты ϕ1:

ϕ2 = ϕ2(ϕ1);   ϕ3 = ϕ3(ϕ1).

311.2. Ки не ма ти че с кий ана лиз ме ха низ мов



Для ме ха низ ма с n сте пе ня -
ми сво бо ды функ ция по ло же -
ния k�го зве на яв ля ет ся функ -
ци ей со от вет ст ву ю ще го чис ла
обоб щен ных ко ор ди нат

ϕk = ϕk(q1, ..., qn), (1.12)

где qi (i = 1, …, n) — обоб щен -
ные ко ор ди на ты ме ха низ ма.

За ви си мость (1.12) опи сы ва ет функ цию по ло же ния зве -
на, со вер ша ю ще го вра ща тель ное дви же ние. Ес ли зве но дви -
жет ся по сту па тель но, то его функ ция по ло же ния пред став -
ля ет ся в ви де за ви си мо с ти ли ней ной ко ор ди на ты лю бой его
точ ки Sk от обоб щен ных ко ор ди нат ме ха низ ма:

Sk = Sk(q1, ..., qn). (1.13)

Функ цию по ло же ния не все гда уда ет ся по лу чить в ви де
яв ной за ви си мо с ти (1.12) или (1.13). В об щем слу чае она
опи сы ва ет ся урав не ни я ми

Φ(ϕk, q1, ..., qn) = 0   или   Φ(Sk, q1, ..., qn) = 0. (1.14)

Ана ло гом ско ро сти точ ки ка ко го�ли бо зве на ме ха низ -
ма на зы ва ет ся пер вая про из вод ная ра ди у са�век то ра этой
точ ки по обоб щен ной ко ор ди на те. До пу с тим, �rk — ра ди ус-
век тор k�й точ ки зве на ме ха низ ма с од ной сте пе нью сво бо -
ды. Учи ты вая, что обоб щен ная ко ор ди на та q яв ля ет ся не ко -
то рой функ ци ей вре ме ни, най дем ско рость k�й точ ки зве на

�vk = = .

Здесь — ана лог ли ней ной ско ро сти k�й точ ки зве на;
— обоб щен ная ско рость ме ха низ ма.

Ана ло гом уг ло вой ско ро сти ка ко го�ли бо зве на ме ха -
низ ма на зы ва ет ся пер вая про из вод ная уг ло вой ко ор ди на ты
это го зве на по обоб щен ной ко ор ди на те. Ес ли по ло же ние i�го
зве на ме ха низ ма с од ной сте пе нью сво бо ды оп ре де ля ет ся
уг ло вой ко ор ди на той ϕi , то уг ло вую ско рость его мож но оп -
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Для ме ха низ ма с n сте пе ня -
ми сво бо ды функ ция по ло же -
ния k�го зве на яв ля ет ся функ -
ци ей со от вет ст ву ю ще го чис ла
обоб щен ных ко ор ди нат
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ные ко ор ди на ты ме ха низ ма.
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на, со вер ша ю ще го вра ща тель ное дви же ние. Ес ли зве но дви -
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Ана ло гом ус ко ре ния точ ки ка ко го�ли бо зве на ме ха низ -
ма на зы ва ет ся вто рая про из вод ная ра ди у са�век то ра этой
точ ки по обоб щен ной ко ор ди на те ме ха низ ма. В рас смо т рен -
ном вы ше при ме ре для ме ха низ ма с од ной сте пе нью сво бо -
ды ус ко ре ние k�й точ ки зве на оп ре де ля ет ся вы ра же ни ем

�ak = = 2 + .

Здесь — ана лог ус ко ре ния k�й точ ки зве на; — обоб -

щен ное ус ко ре ние ме ха низ ма.
Ана ло гом уг ло во го ус ко ре ния ка ко го�ли бо зве на ме ха -

низ ма на зы ва ет ся вто рая про из вод ная уг ло вой ко ор ди на ты
это го зве на по обоб щен ной ко ор ди на те. Уг ло вое ус ко ре ние
i�го зве на ме ха низ ма на хо дим сле ду ю щим об ра зом:

εi = = 2 + .

Здесь — ана лог уг ло во го ус ко ре ния i�го зве на.

Ана ло ги ско ро стей и ус ко ре ний при ме ня ют при ис сле -
до ва нии ди на ми ки ме ха низ мов. Пред ва ри тель ное на хож де -
ние их об лег ча ет оп ре де ле ние за ко нов дви же ния зве нь ев
ме ха низ ма.

При ме ры ре ше ния за дач ана ли ти че с ки ми ме то да ми
Как от ме ча лось вы ше, ана ли ти че с кие ме то ды ки не ма ти че-

с ко го ана ли за ме ха низ мов от ли ча ют ся боль шим раз но об ра -
зи ем и ис поль зу ют ма те ма ти че с кий ап па рат ана ли ти че с кой
ге о ме т рии, тен зор но�ма т рич ных, век тор ных и дру гих опе ра -
ций. Ши ро кое рас про ст ра не ние по лу чи ли век тор ные ана ли -
ти че с кие ме то ды ки не ма ти че с ко го ана ли за. Они эф фек тив -
ны, уни вер саль ны и поз во ля ют ре шать за да чи ки не ма ти ки
ме ха низ мов с до ста точ но слож ной струк ту рой. К чис лу та -
ких ме то дов от но сит ся по групп ный век тор ный ме тод ки не -
ма ти че с ко го ана ли за пло с ких ме ха низ мов, из ла га е мый ни -
же на при ме ре ре ше ния за дач ки не ма ти ки ме ха низ мов 2�го
клас са.

По групп ный ме тод, пред ло жен ный в ра бо те [15], опи ра ет -
ся на струк тур ную клас си фи ка цию ме ха низ мов по Ас су ру —
Ар то бо лев ско му и пред наз на чен для ре ше ния за дач ки не ма-
ти че с ко го ана ли за пло с ких ме ха низ мов раз лич ной струк-
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ту ры. Ал го ритм ме то да по ст ро ен та -
ким об ра зом, что за да чи ки не ма ти -
че с ко го ана ли за ре ша ют ся сна ча ла
в об щем ви де, без уче та кон крет ной
схе мы ме ха низ ма. С этой це лью при-
ме ня ют рас чет ные фор му лы для раз -
лич ных ви дов групп Ас су ра.

За тем вы пол ня ют не слож ную
при вяз ку по лу чен ных об щих ре ше-
ний к за дан но му ме ха низ му. Для
уни фи ка ции рас чет ных фор мул ре-

ко мен ду ет ся вво дить сле ду ю щие обо зна че ния ки не ма ти че -
с ких пар струк тур ной груп пы и зве нь ев (рис. 1.14): B и D —
внеш ние (кон це вые) па ры; C — вну т рен няя (сред няя) па ра;
i — но мер зве на BC; k — но мер зве на CD; i 0, k 0 — но ме ра зве -
нь ев ме ха низ ма, к ко то рым при со е ди ня ет ся груп па.

По ло же ние зве нь ев струк тур ной груп пы за ви сит от по -
ло же ния внеш них вра ща тель ных пар и осей внеш них по -
сту па тель ных пар, а так же от при ня той сбор ки груп пы.

За да ча о по ло же ни ях для струк тур ной груп пы 2�го клас -
са пер во го ви да. По ло же ния внеш них кон це вых ки не ма ти -
че с ких пар B и D груп пы оп ре де ля ют ся ра ди у са ми�век то ра -
ми �rB и �rD (см. рис. 1.14). Свя зав со стой кой про из воль ную
си с те му ко ор ди нат xOy, мож но най ти ко ор ди на ты кон це -
вых пар xB, yB, xD, yD. Вза им ное рас по ло же ние кон це вых пар
груп пы оп ре де ля ет ся век то ром �ρ = �rB – �rD (см. рис. 1.14)
с про ек ци я ми

ρx = xB – xD;   ρy = yB – yD.

На хож де ние уг ло во го по ло же ния зве нь ев груп пы свя за -
но с оп ре де ле ни ем еди нич ных век то ров �ei и �ek осей зве нь ев
i и k, на прав лен ных в сто ро ну сред ней па ры C. За да ча о по -
ло же ни ях зве нь ев груп пы счи та ет ся ре шен ной, ес ли оп ре де-
ле ны про ек ции век то ров �ei и �ek на оси Ox, Oy, по зна че ни ям
ко то рых на хо дят ся уг лы ϕi и ϕk, об ра зу е мые со от вет ст ву ю -
щи ми зве нь я ми с осью Ox. На при мер, ес ли в ре зуль та те ре -
ше ния за да чи оп ре де ле ны eix = cos ϕi и eiy = sin ϕi, то угол, об -
ра зо ван ный зве ном i с осью Ox, бу дет ра вен

ϕ = 2arctg z,

где z = = = .

За да ча о по ло же ни ях име ет два ре ше ния, со от вет ст ву ю щие
двум воз мож ным сбор кам груп пы BCD и BC �D, сим ме т рич -

ϕ
–
2
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1 + cos ϕ

eiy————
1 + eix
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ным от но си тель но век то ра �ρ (см. рис. 1.14). Что бы их раз -
ли чать меж ду со бой, вво дит ся до пол ни тель ный век тор �n,
ор то го наль ный век то ру �ρ и по ст ро ен ный пу тем по во ро та
по след не го на угол 90° про тив хо да ча со вой стрел ки. У сбор-
ки BC �D про ек ция век то ра �ek на на прав ле ние век то ра �n по -
ло жи тель на, а у сбор ки BCD — от ри ца тель на. По это му раз ли-
чать воз мож ные сбор ки груп пы мож но с по мо щью кри те рия,
свя зан но го со зна ком па ра ме т ра

δ1 = sign(�e k, �n). (1.15)

Па ра метр δ1 при ни ма ет зна че ния +1 для сбор ки BC �D
и –1 для сбор ки BCD. Из ме не ние сбор ки груп пы воз мож но
лишь при пе ре хо де че рез осо бое по ло же ние, в ко то ром точ ки
B, C и D рас по ла га ют ся на од ной пря мой, т.е. ког да (�ek, �n) = 0.

Для вы во да рас чет ных фор мул за да чи о по ло же ни ях за -
пи шем ус ло вие за мк ну то с ти век тор но го кон ту ра , оп ре-
де ля ю ще го от но си тель ное по ло же ние кон це вых пар груп пы:

+ = = �ρ.

С по мо щью век то ров �ei и �ek это ус ло вие мож но пред ста -
вить в ви де сле ду ю щей си с те мы:

�ρ = �e klk – �e ili;   ei
2 = 1;   ek

2 = 1, (1.16)

где li, lk — дли ны зве нь ев i и k.
В си с те ме (1.16) пер вое урав не ние рав но силь но двум

ска ляр ным урав не ни ям, за пи сан ным в про ек ци ях на оси Ox
и Oy. В свя зи с этим вся си с те ма эк ви ва лент на че ты рем ска -
ляр ным урав не ни ям и поз во ля ет оп ре де лить про ек ции двух
не из ве ст ных век то ров �ei и �ek.

Для оп ре де ле ния век то ра �ek про ве дем сле ду ю щие пре об -
ра зо ва ния си с те мы (1.16). Пе ре пи шем пер вое урав не ние си -
с те мы в ви де �eklk – �ρ = �eili и воз ве дем обе его ча с ти в ска ляр -
ный ква д рат. В ре зуль та те по лу чим

lk
2 – 2lk

�ρ �e k + �ρ2 = li
2.

Раз ре шив это ра вен ст во от но си тель но про из ве де ния �ρ�ek,
бу дем иметь

�ρ�e k = f;   ek
2 = 1, (1.17)

где f = (�ρ2 + lk
2 – li

2).

Из раз вер ну той за пи си урав не ний си с те мы (1.17)

ρxekx + ρyeky = f;   e2
kx + e2

ky = 1 (1.18)

1
——
2lk

���
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очевид но, что пер вое урав не ние ли ней но от но си тель но про -
ек ции век то ра �ek, а вто рое яв ля ет ся урав не ни ем вто рой сте -
пе ни от но си тель но этих про ек ций.

Си с те ма (1.18) име ет два ре ше ния, от ве ча ю щие двум
воз мож ным сбор кам груп пы. Ис ко мое ре ше ние оп ре де ля ет
знак па ра ме т ра δ1. Из пер во го урав не ния си с те мы на хо дим

eky = (f – ρxekx). (1.19)

Под ста вив выражение (1.19) во вто рое урав не ние си с те мы
(1.18), по лу чим ква д рат ное урав не ние ae2

kx – 2bekx + c = 0,
в ко то ром a = ρ2

x + ρ2
y, b = fρx, c = f 2 – ρ2

y. Ре шая это урав не -
ние, по лу чим

ekx = ,

или

ekx = (fρx ± ερyR), (1.20)

где ε — ко эф фи ци ент, зна че ни я ми ко то ро го мо гут быть +1

или –1; R = + .
Най дем связь меж ду ко эф фи ци ен том ε и па ра ме т ром δ1,

ко то рый вве ден вы ра же ни ем (1.15). Ес ли век тор �ρ об ра зу ет
с осью Ox угол ψ, то угол меж ду век то ром �n и этой осью ра -
вен ψ + 90°. Имея в ви ду, что | �n | = | �ρ | = ρ, для про ек ций век -
то ра �n по лу чим

nx = ρcos(ψ + 90°) = –ρsin ψ = –ρy;
ny = ρsin(ψ + 90°) = ρcos = ρx.

(1.21)

При няв во вни ма ние, что па ра метр δ1 оп ре де ля ет знак
ска ляр но го про из ве де ния (�ek, 

�n) = λ, с уче том выражений
(1.21) на хо дим

λ = ekxnx + ekyny = ekyρx – ekxρy.

Пред ста вим это вы ра же ние с по мо щью фор мул (1.19) и
(1.20) в ви де

λ = [fρx – (ρ2
x + ρ2

y)ekx] = –εR. (1.22)

От сю да δ1 = sign λ = –ε.
Учи ты вая по лу чен ный ре зуль тат в фор му лах (1.19) и

(1.20), за пи шем окон ча тель ные рас чет ные за ви си мо с ти, оп -
ре де ля ю щие по ло же ние зве на k:

2 2 2ρ ρ ρ ρx y x yf f± + −( ⎫
⎭

⎧
⎩

1
––
ρy

ρ ρx y f2 2 2+ −

1
2 2ρ ρx y+

1
2 2ρ ρx y+

1
––
ρy
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