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Ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 

ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé 

Известны три геометрические характеристики, знакомые каждому, — это 

длина, площадь, объем, которые имеют определенный физический смысл.  

В этой главе рассмотрим новые характеристики, которые будут использо-

ваться в расчетных формулах сопротивления материалов: статические мо-

менты и моменты инерции площади сечений. Эти характеристики не имеют 

физического смысла. Их нельзя измерить. При выводе формул сопротивления 

материалов иногда случается, что часть формулы представляет собой инте-

гральное выражение, зависящее только от формы и размеров сечения. Для 

упрощения последующего использования этих формул удобно такое выраже-

ние подсчитать заранее для различных форм сечений. 

Статические моменты площади сечений используются при определении по-

ложения центра тяжести сечения, при расчете касательных напряжений при 

изгибе. 

Моменты инерции используются при расчете напряжений и перемещений 

при изгибе и при кручении и т. д. 

2.1. Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû ïëîùàäè ñå÷åíèé 

Статическими моментами площади сечений называются интегралы следую-

щего вида: 

 

,

.

=

=

∫

∫

y

A

z

A

S z dA

S y dA
 (2.1) 
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У статических моментов нет физического смысла, но есть геометрическая 

интерпретация. 

Рассмотрим сечение произвольной формы (рис. 2.1). 

 

Рис. 2.1. Геометрическая интерпретация статических моментов площади сечений 

Выделим в сечении элементарную площадку dA  с координатами y  и z . 

Произведение площади dA  на координату y  есть элементарный статический 

момент 
z

dS  относительно оси z . Это понятие аналогично моменту силы от-

носительно оси. Если предположить, что A  — это вес пластины, имеющей 

форму нашего сечения, то статический момент 
z

S  — это момент силы тяже-

сти пластины относительно оси z . 

2.1.1. Ñâîéñòâà ñòàòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ  
ïëîùàäè ñå÷åíèÿ 

� Размерность статических моментов — 3
длина⎡ ⎤
⎣ ⎦ , обычно 3

м⎡ ⎤
⎣ ⎦  или 3

см⎡ ⎤
⎣ ⎦ . 

� Статические моменты могут быть положительными, отрицательными или 

равными нулю. 

Ось, относительно которой статический момент равен нулю, называется 

центральной. 

Точка пересечения центральных осей называется центром тяжести се- 

чения. 

� Статический момент составного сечения равен сумме статических момен-

тов элементов этого сечения. 

Это вытекает из свойств определенного интеграла, который можно вычис-

лять по частям (в нашем случае по частям площади A ). 
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2.1.2. Îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè 

Рассмотрим изменение статического момента при параллельном переносе 

осей координат (рис. 2.2). Расстояние между старыми и новыми осями коор-

динат обозначим a  и b . Пусть известны статические моменты относительно 

старых осей координат z – y . Найти статические моменты относительно па-

раллельно перенесенных осей координат 
1
z –

1
y . 

 

Рис. 2.2. К определению статических моментов  

относительно параллельно перенесенных осей 

По определению: 
1

1z

A

S y dA= ∫ ,     
1

1y

A

S z dA= ∫ . 

Выделим элементарную площадку dA  и запишем связь между координатами 

площадки в старой и новой системах координат:  
1
z z b= − , 

1
y y a= − . 

Тогда 
1

( )
z z

A A A

S y a dA ydA a dA S aA= − = − = −∫ ∫ ∫ . 

Аналогично 
1

( )y y

A A A

S z b dA zdA b dA S bA= − = − = −∫ ∫ ∫ . 

Найдем, на сколько надо сместить оси, чтобы они стали центральными. 

1

0
z z

S S aA= − = , z

c

S
a y

A
= = , 

1

0
y y

S S bA= − = , 
y

c

S
b z

A
= = . 
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Здесь 
c
y  и 

c
z  — координаты центра тяжести, но найти их пока нельзя, ведь 

z
S  и 

y
S  неизвестны. 

Чтобы найти их, используем способ Мюнхгаузена, который за волосы выта-

щил сам себя из болота. 

Если не известны координаты центра тяжести всего сечения, то разобьем его 

на такие элементы, для которых эти координаты известны без расчетов, 

это — прямоугольник, круг, треугольник. 

На рис. 2.3 сечение разбито на три прямоугольника. Статический момент  

каждого элемента найдем по предыдущей формуле: 
z c

S y A= ⋅  и 
y c

S z A= ⋅ . 

 

Рис. 2.3. Определение статических моментов составной фигуры 

Суммарный статический момент всего сечения равен сумме статических  

моментов элементов этого сечения (по третьему свойству статических мо-

ментов) 

1 2 3 1 1 2 2 3 3z z z z
S S S S A y A y A y= + + = ⋅ + ⋅ + ⋅ , 

1 2 3 1 1 2 2 3 3y y y y y y
S S S S A z A z A z= + + = ⋅ + ⋅ + ⋅ . 

или 
i

z z
S S=∑  и 

i
y y

S S=∑ . 

Координаты центра тяжести всего сечения 

 1

1

n

i i
y i

c n

i

i

z A
S

z
A

A

=

=

⋅

= =

∑

∑

 и 1

1

n

i i

iz

c n

i

i

y A
S

y
A

A

=

=

⋅

= =

∑

∑

, (2.2) 
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где 
i
y , 

i
z  и 

i
A  — координаты центра тяжести и площадь элементов, на кото-

рые разбито сечение, n  — количество таких элементов. 

2.2. Ìîìåíòû èíåðöèè ñå÷åíèé 

Моментами инерции сечений называются интегралы следующего вида: 

2

y

A

J z dA= ∫  — осевой момент инерции сечения относительно оси y ; 

(2.3) 

2

z

A

J y dA= ∫  — осевой момент инерции сечения относительно оси z ; 

yz

A

J yzdA= ∫  — центробежный момент инерции сечения; 

2

p

A

J dA= ρ∫  — полярный момент инерции сечения. 

2.2.1. Ñâîéñòâà ìîìåíòîâ èíåðöèè 

� Размерность моментов инерции — 4
длина⎡ ⎤
⎣ ⎦ , обычно 4

м⎡ ⎤
⎣ ⎦  или 4

см⎡ ⎤
⎣ ⎦ . 

� Осевые и полярный моменты инерции всегда положительные. Центро-

бежный момент инерции может быть положительным, отрицательным или 

равным нулю. 

Оси, относительно которых центробежный момент инерции равен нулю, 

называются главными осями инерции сечения. 

Оси симметрии всегда главные. Если из двух осей хотя бы одна является 

осью симметрии, то обе оси главные. 

� Момент инерции составного сечения равен сумме моментов инерции эле-

ментов этого сечения. 

� Полярный момент инерции равен сумме осевых моментов инерции. 

Докажем последнее свойство. В сечении площадью A  для элементарной 

площадки dA  радиус-вектор ρ  и координаты y  и z  (рис. 2.4) связаны по 

теореме Пифагора 2 2 2
y zρ = + . 

Тогда 

 ( )2 2 2 2 2

p z y

A A A A

J dA y z dA y dA z dA J J= ρ = + = + = +∫ ∫ ∫ ∫ . (2.4) 
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Рис. 2.4. Связь полярных и декартовых координат элементарной площадки 

2.2.2. Ìîìåíòû èíåðöèè ïðîñòåéøèõ ôèãóð 

В этом разделе получим формулы для моментов инерции относительно соб-

ственных центральных осей простейших фигур: прямоугольника, круга, тре-

угольника. 

Ïðÿìîóãîëüíèê 

В прямоугольном сечении (рис. 2.5) выберем элементарную площадку dA   

с координатами y  и z  и площадью dA dy dz= ⋅ . 

Осевой момент инерции относительно оси y  

3 3 3

2 2 22 2 2

2 2 2
2 2 3 8 8 12

b h b

y b h b

A

h h h b b hb
J z dA z dy dz z dz

− − −

⎛ ⎞⎛ ⎞
= = ⋅ ⋅ = + = ⋅ + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

Рис. 2.5. К определению моментов инерции прямоугольного сечения 
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Аналогично получаем момент инерции относительно оси z : 
3

12
z

bh
J = . 

Поскольку y  и z  — оси симметрии, то центробежный момент 0
zy

J = . 

Êðóã è êîëüöî 

Для круга диаметром d  вычисления упрощаются, если использовать круго-

вую симметрию. Возьмем в качестве элементарной площадки бесконечно 

тонкое кольцо с радиусом ρ  и толщиной dρ  (рис. 2.6). Его площадь 

2dA d= πρ ρ . Тогда полярный момент инерции 

4 42
2 42

0

0

2 2 0,1
4 32

d
d

p

d
J d d

ρ π
= ρ πρ ρ = π = ≈∫ . 

 

Рис. 2.6. К определению моментов инерции круга 

Ввиду круговой симметрии осевые моменты инерции относительно любой 

центральной оси одинаковы. 

4

4
0,05

2 64

p

y z

J d
J J d

π

= = = ≈ . 

Момент инерции кольца находим как разность моментов инерции двух  
кругов: 

( ) ( )
4 4 4

4 4
1 0,05 1

64 64 64
y yD yd

D d D
J J J D

4π π π

= − = − = −α ≈ −α , 
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( ) ( )
4

4
2 1 0,1 1

32
p y

D
J J D

4 4π

= = −α ≈ −α , 

где 
d

D
α = . 

Ìîìåíò èíåðöèè òðåóãîëüíèêà 

Найдем момент инерции треугольника относительно центральной оси 
0
z , 

параллельной основанию (рис. 2.7). Выделим элементарную площадку dA , 

параллельную основанию  

( )dA b y dy= ⋅ . 

Из подобия треугольников   

2

( )3
h y

b y

h b

−

= . 

Откуда 
2

)
3

b
dA b y dy

h

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Момент инерции 
z

J  вычисляем с помощью Mathcad символьным путем 

(рис. 2.8). 

 

Рис. 2.7. К определению момента инерции треугольника 

 

Рис. 2.8. Символьное вычисление момента инерции треугольника 
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В формуле для 
z

J  параметры можно не писать. Результат будет тот же, но 

выражение окрасится в красный цвет. Численное вычисление — запрещено, 

символьное — возможно. Формулы для расчета моментов инерции сечений 
различной формы можно найти в справочнике [12]. 

2.2.3. Ìîìåíòû èíåðöèè  

îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ îñåé 

Пусть известны моменты инерции относительно центральных осей 
0
z  и 

0
y  

для сечения площадью A . Найти моменты инерции относительно осей 
1
z  и 

1
y , перенесенных параллельно 

0
z  и 

0
y  на расстояния a  и b  (рис. 2.9). 

 

Рис. 2.9. К определению моментов инерции относительно параллельных осей 

Запишем связь между координатами элементарной площадки dA  в старой  

и новой системах координат: 

1 0
z z b= +  

1 0
y y a= + . 

Подставим выражения для координат 
1
z  и 

1
y  в формулу моментов инерции 

1 0 0

2 2 2 2 2

1 0 0 0
( ) 2 2y y y

A A A A A

J z dA z b dA z dA b z dA b dA J b A bS= = + = + + = + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ , 

1 0 0

2 2 2 2 2

1 0 0 0
( ) 2 2

z z z

A A A A A

J y dA y a dA y dA a y dA a dA J a A aS= = + = + + = + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ , 
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1 1

0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0
( )( )

,

= = + + = + + + =

= + + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫z y

A A A A A A

z y z y

J z y dA z b y a dA z y dA b y dA a z dA ab dA

J abA bS aS

 

где 
0

0
z

S =  и 
0

0
y

S =  как статические моменты относительно центральных 

осей 
0
z  и 

0
y . 

Окончательно формулы для моментов инерции относительно параллельно 

перенесенных осей имеют следующий вид: 

 

1 0

1 0

1 1 0 0

2

2

y y

z z

z y z y

J J b A

J J a A

J J abA

= +

= +

= +

  (2.5) 

Осевой момент инерции относительно любой оси равен моменту инерции 

относительно центральной оси, параллельной данной, плюс квадрат расстоя-

ния между осями. 

Надо иметь в виду, что относительно центральных осей моменты инерции 

имеют минимальные значения. Если решается обратная задача: зная моменты 

инерции относительно какой-либо оси, найти моменты инерции относитель-

но центральных осей, то в формулах (2.5) появляется знак минус вместо  

плюса. 

2.2.4. Ìîìåíòû èíåðöèè  
îòíîñèòåëüíî ïîâåðíóòûõ îñåé 

Пусть известны моменты инерции относительно осей z  и y  для сечения 

площадью A . Найти моменты инерции относительно осей u  и v , поверну-

тых относительно осей z  и y  на угол α (рис. 2.10). 

Запишем связь между координатами элементарной площадки dA  в старой и 

новой системах координат: 

sin( ) cos( )u y z= α + α  cos( ) sin( )v y z= α − α . 

Подставим выражения для координат u  и v  в формулу моментов инерции: 

2 2 2 2

2 2 2 2

( cos( ) sin( )) cos 2sin( )cos( )

sin ( ) cos ( ) sin ( ) sin(2 )

= = α − α = − α α +

+ α = α + α − α

∫ ∫ ∫ ∫

∫

u

A A A

z y zy

A

J v dA y z dA y dA zydA

z dA J J J
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2 2 2 2

2 2 2 2

( sin( ) cos( )) sin 2sin( )cos( )

cos ( ) sin ( ) cos ( ) sin(2 )

= = α + α = + α α +

+ α = α + α + α

∫ ∫ ∫ ∫

∫

v

A A A

z y zy

A

J u dA y z dA y dA zydA

z dA J J J
 

2 2 2 2

( sin( ) cos( )( cos( ) sin( ))

sin( )cos( ) ) (cos ( ) sin ( ))

sin(2 ) cos(2 )
2

= = α + α α − α =

⎛ ⎞
= α α − + α − α =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

−
= α + α

∫ ∫

∫ ∫ ∫

uv

A A

A A A

z y

zy

J uvdA y z y z dA

y dA z dA zydA

J J
J

 

 

Рис. 2.10. К определению моментов инерции относительно повернутых осей 

После упрощения формулы для моментов инерции относительно повернутых 

осей имеют вид: 

 

2 2

2 2

cos ( ) sin ( ) sin(2 ),

sin ( ) cos ( ) sin(2 ),

sin(2 ) cos(2 ).

2

= α + α − α

= α + α + α

−

= α + α

u z y zy

v z y zy

z y

uv zy

J J J J

J J J J

J J
J J

 (2.6) 

Отметим, что если сложить первое и второе из выражений (2.6), то 

 
u v z y
J J J J+ = + . (2.7) 

Сумма осевых моментов инерции при повороте осей не меняется. 


	a1
	a2
	a3
	00
	01
	02
	03
	04
	05
	06
	07
	08
	09
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	97-1
	97-2
	98
	99



